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Chapter 1

Teoria delle perturbazioni

1.1 Teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo

Consideriamo un’hamiltoniana della forma H = Hy+AH,(t), dove Hy ¢ 'hamiltoniana
imperturbata e H;(t) & una debole perturbazione. Sappiamo che

Hopy” = B (1.1)

Una soluzione generale puo essere scritta come
)
E c Byt (1.2)

Includendo il termine H;(t) dobbiamo risolvere

0
h—V = HV . 1.3
Sviluppiamo ¥ nella base delle autofunzioni imperturbate:
U) Y enltypVeE (1.4)
k

con ¢,(0) = c,go) e |ex(t)]* la probabilita che il sistema si trovi nello stato k al
tempo t.
Inserendo nell’equazione di Schroedinger troviamo

0 L E©® 0 . =B tn
Zha [g Ck(t)¢1(€ E, t/h] Wh [ZC ) E t/fz ch E, t/thl(g ) _

= [Ho+ AHq(t Z cr(t *ZEJ(CO)t/h :

da cui otteniamo

Y (e B =N e (A (e B | (16)
k

k
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Moltiplicando scalarmente per v, © 4tteniamo

. _E©® _E©®
théy(t)e t/h:Z ((EALH s (D)5

(1.7)
[Hilpr(t /wb Hiy(t d’r = <¢£O)|H1(t)|?/’1g0)> ’
e quindi
= lhz A H o (t)em+t | | (1.8)
k
con Eéo) B EIEO)
Wple = - (1.9)
Sviluppo i coefficienti ¢(¢) in serie di potenze di A:
() = 2 + AtV N2 4 (1.10)
Quindi
AV ae N2+ %Z [ck + ) + X+ ] A[HiJor ()™t | (1.11)
k
da cui

élEO) =0 — Cl()o) = cost = ¢(0) , (1.12)

dove ¢,(0) € la condizione iniziale del problema.

Supponiamo che il sistema sia inizialmente in uno stato ben definito wc(lo) di
energia EC(LO), cosicché

HONS 0 k#a
Cp. {1 PR (1.13)
per cui avremo
-(1) 1 (0) wpkt 1 What
G = > [Hulo(t)e st = L ]sa(t)e™ (1.14)
k
da cui per b = a otteniamo
1 I
V() = h/ [Hiloa(t') dt’ . (1.15)
th i,

mentre per b # a

40 = [ e (1.16)

dove la costante di integrazione & uguale a zero, cosicché ¢t (t)e cl()l) (t) si annullano

per t = ty, cioe nel limite in cui la perturbazione svanisce.
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Definiamo allora la probabilita di transizione da a — b al 1° ordine nella teoria
delle perturbazioni come

1] [ ?
P =1 OF = g5 | [ @)= | | bga
D’altra parte il coefficiente ¢, () al 1° ordine &
(1) 1 ' / / ¢ ' / /
ca(t) ~co(0) + ¢,/ (t) =1+ ) [Hl]aa(t) dt' ~ exp ~% [Hi]aa(t) dt'|
t,
’ (1.18)
cosicché
lca()]* ~ 1, (1.19)

e 'effetto principale della perturbazione sullo stato iniziale ¢ essenzialmente quello
di cambiare solo la sua fase.

1.2 Perturbazione indipendente dal tempo

In questo caso abbiamo (ponendo ty = 0)

( ) = m[Hl]aa
{c?)()— e [Hha(1 — e (120

Quindi la probabilita di transizione diventa

2 2 2 sin?(wpet /2)
(1) _ 2 2 ba o
B0 =160 = fallHihaP(1 — coswnat) = g [Bi = 5202 =
2
== ﬁHHl]baPF(t?wba) )
(1.21)
dove 2( 2
2sin“(wt/2
con + + 2
o0 oo : t 2
/ F(t,w) dw = 2/ M dw =7t . (1.23)
—o00 —00 w
Inoltre
F(t,w) ~eo mto(w) . (1.24)

Le transizioni favorite saranno quelle verso stati la cui energia e all’interno di una

banda

SE = @ (1.25)

intorno all’energia Y Qumdl I’energia imperturbata EY & conservata a meno di
2"h . Questo vuol dire Che la legge di conservazione dell’energia puo essere verificata

7



mediante due misure soltanto al meno di una grandezza dell’ordine //At dove
At ¢ I'intervallo di tempo fra le 2 misure (la perturbazione fornisce un modo per
misurare I’energia del sistema inducendo transizioni da a — b.)

Consideriamo la probabilita di transizione come funzione di ¢. Ci sono 2 casi:

1. wpe =0¢e

1
PO = —|[Hilsl??

= (1.26)

dove gli stati a e b sono degeneri poiché EQ = EZEO). Quindi dopo un
tempo sufficientemente lungo, Pb(;)(t) non soddisfera piu la disuguaglianza

Pb(i)(t) < 1 richiesta da un approccio perturbativo. Di conseguenza, questo
metodo non puo essere applicato a sistemi degeneri che sono perturbati
su un lungo intervallo di tempo.

2. W #0 e
.9
W, 4 oSN (Wpat/2)
B, (t) = ﬁHHl]ba’ T
Invece di considerare un unico stato finale b, consideriamo un gruppo di
stati finali n la cui energia F, giace in un intervallo (Eéo) -, Eéo) + 1)

(1.27)

intorno a EISO). Sia p(E,) la densita dei livelli di energia, cosicché p(E,)dE,
¢ il numero di stati finali nell’intervallo dFE,, intorno a FE,,.

Dal momento che PV (t) = (2/h2)|[Hyoa|2F(t,wsa) per il solo stato di energia
E,SO), nell’ipotesi di un continuo di stati finali avremo

1) 2 (B )
PO — / [HlaPF (£ wna)p(En) dE, | (1.28)

72
W ey,

con wy, = (E, — EO(LO))/FL.
Assumiamo che t e grande abbastanza cosicché n soddisfa
2mh
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Inoltre assumiamo che 7 sia piccolo abbastanza cosicché [Hy),, € p(E,) sono prati-
camente costanti nel range d’integrazione, per cui

M 2 o (5
Pba (t) = [Hl]ba‘ p( )/ F(t>wna) dEn . (130)

2
I EzSO) —n

Il contributo principale all’integrale sara quello proveniente da transizioni che con-
servano l'energia (a meno di 27k /t). Inoltre, poiché n > 27wh/t, possiamo scrivere

Eé ) +o00 +o0
/ F(t, wnq dE, ~ h/ F(t,wne) dE, = h/ Tt (Wna) dwpe = Tth |

Eéo)—n —0o0 —00
(1.31)
cosicché la probabilita di transizione si riduce a
1 0)
Pb(a)(t) = _|[H1]ba| p(E( ) ) (132)

0 0 o VN .
con E,S ) = B, Quindi la probabilita cresce linearmente nel tempo per tran-
sizioni verso un gruppo di stati che conservano I’energia. Deve sempre
valere comunque

P () < 1. (1.33)
La velocita di transizione sara
dPy,
Wa —~ ) ].34
cosicché avremo
Wi = 2 |[Hial20(E”
b = 2 |[Hiloal p(E,7) | (1.35)

che ¢ la regola d’oro di Fermi.

1.3 Perturbazione periodica
Consideriamo una perturbazione armonica del tipo
Hi(t) = Ae™' + Ale™™t (1.36)

Di nuovo supponiamo che il sistema sia per t < 0 (prima dell’accensione della
perturbazione) nello stato imperturbato | cosicché cat<0)=1leq(t<0)=0

per b # a. Calcoliamo i coefficienti cgl)(t):

1 t t ,
(1)() Zh/ [Hl]ba@wbat dt = Zh [AbaA 1(w+wpg )t dt’ _I_AT /Oez(wz,a—w)t dt/:| :
(137)

con Aza = A%,.



La probabilita di transizione sara quindi Pb(al)(t) = \c,()l)(t)|2:

2

1 —exp l(E(O) - EY + hw)t 1 —exp [;(E(O) B — hw)t]
0

E” — EY 4 hw + A B — B — hw

(1.38)
A tempi lunghi la probabilita di trovare il sistema nello stato b sara apprezzabile
solo se uno dei due denominatori € vicino a zero. Inoltre non possono essere
entrambi contemporaneamente vicini a zero. Possiamo trascurare l'interferenza
fra i due termini, per cui se Eéo) giace in un piccolo intervallo intorno all’energia

0 . . N . N
E(g ) 1 hw solo il secondo termine sar importante e si avra:

2
PY(t) = ﬁlAZaFF(t,wba —w) |. (1.39)

Dalle proprieta di F' si vede che a tempi lunghi le transizioni apprezzablh saranno
quelle verso stati localizzati in una banda 27h/t intorno al valore EY + hw, cioe
transizioni in cui il sistema ha assorbito una quantita di energia dell’ordine di
hw.

Analogamente se E,go) giace in un piccolo intervallo intorno all’energia BV — huw
si avra

P (t) = |Aba| F(t,wp +w) |, (1.40)

e le transizioni apg)rezzabili saranno verso quegli stati localizzati in una banda
27h/t intorno a E\ hw, cioe transizioni in cui il sistema ha emesso una quantita
di energia dell’ordine di hw.

Di nuovo, se consideriamo un gruppo di stati finali invece di un singolo stato
b, con p(E,) la densita dei livelli, avremo che

Wb(;):%rmza\?p(E), E=E" + hw, assorbimento
(1.41)

Wb(i) ~ QTﬂAba‘QP(E) , b= EY — hw , emissione
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Chapter 2

Stati legati

2.1 Funzioni d'onda degli stati legati di atomi idrogenoidi

Z2e? h?
En = - 9 2 To =
TLTO

Unem (7) = Be(1)Yem (0, 9)

me?

Ry = Npfe=/? L2 (p)

dove
A 27r

nrg

(2.1)

(2.2)

(2.3)

2041 . . . . AN . ..
e L7, (p) sono i polinomi associati di Laguerre, che sono polinomi di grado n +

(—(204+1)=n—({+1) = n,, che soddisfano 'equazione

Nt d2€+1
£n+€ (p) - dpgg+1 £n+€(p) ;

con
dn—i—ﬂ el
Lrvelp) = €5 2 (P0e™)

Definiamo alcune grandezze.

(2.4)

(2.5)

® |tm|?dr & 1a probabilita di trovare 1elettrone nell’elemento di volume dr =
r2dr sin 0dfd¢ quando il sistema & nello stato stazionario specificato dai

numeri quantici (n, £, m).

® |Ym|? ¢ la densita di probabilita.

o |R,(r)|? ¢ la densita elettronica come funzione di r lungo una data direzione.

e D,y = [r*R,(r)|* ¢ la probabilitd per unita di lunghezza che elettrone si

trovi ad una certa distanza r dal nucleo.

e D, ,dr e la probabilita di trovare I’elettrone tra r e r + dr indipendentemente

dalla direzione.
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m =20
4R
L/
z /) — z /=
m =0 m=1
z ) — z ) —
% m=20 m =
zZ (=3 z t=3
m =0 m=1
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Chapter 3
Interazione di atomi ad un elettrone con la

radiazione elettromagnetica

. .19 -
E=-V¢p—-—A
¢ cot (3.1)
B=VxA
Nella gauge di Coulomb: o
V-A=0. (3.2)
Se poi non ci sono sorgenti possiamo ¢ = 0. A soddisfa I’equazione delle onde
L 10%4
OA = 2A- == = )
0, v 2 0, (3.3)

che ammette come soluzione particolare quella di onda piana
= |E |C )
(3.4)

A(Ft) = Agécos(k - F—wt + ), w
E = Egesin(k-F—wt+¢), k-é=0 (onda trasversa)
B=7xE = Eyw(k x &)sin(k - ¥ — wt + ¢) .
La densita di energia vale
E? + B2
_ P T 1) = we. (3.5)

Y 8

La soluzione piu generale sara una sovrapposizione di onde piane

/OO Ao(@)é cos(F - 7 — wt + ) duw . (3.6)
0

A7 t) =
Se la fase di ciascuna onda e scorrelata dalle altre, per calcolare I'intensita totale
si possono semplicemente sommare i contributi di ciascuna onda singola (i termini

interferenziali si annullano):
I:/ Iw= dw . (3.7)
0

15



L’hamiltoniana per una particella carica in un campo magnetico ¢ data da

H—l(* A+ ¢—p2 I p-A+ A )+q22+¢ (3.8)
“om P 1 9= 9m  oam"? b om 19 '
L’equazione di Schroedinger sara
ov h? q q*A?
h—=|—-—V?—- (V- A+ A- v .
h— 2mV 2m(V +A-V)+ o +q¢ , (3.9)
che e invariante per trasformazioni di gauge
A — A+ VS
¢ — o—Y (3.10)
U — Pew//h
Scegliendo la gauge di Coulomb e ¢ = 0, si ottiene
ov h? 1hq q*A?
h——= |-V’ + —A- v 3.11
ot [va+m v+2m} (3:11)

3.1 \Velocita di transizione

L’equazione di Schroedinger per un atomo con un elettrone in un campo di radi-
azione ¢ data da

o h? Ze? e e2A?
he—=(-—-V’—"— —h—A-V U = (Hy+ Hy )V, (312
"ot (Qm o 'm +2m> (Ho + Hine) (312)
dove Hy = —%Vz — Z762 e Hy, il resto.

Supponiamo che il campo sia debole, cosicché il termine quadratico A% puo
essere trascurato rispetto al termine lineare. Avremo

v
con
H=S47] (3.14)
m

Calcoliamo la probabilita di transizione con la teoria delle perturbazioni. Di nuovo

Hoy, = Epy, (3.15)

sono le autofunzioni e gli autovalori imperturbati. Inoltre

V=D c(t)n(Pe " (3.16)
k
e i coefficienti ¢ (t) soddisfano le equazioni differenziali

&(t) = Zlh S () [HJue(t)e (3.17)
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Supponiamo che per ¢t < 0 (quando si accende la perturbazione) il sistema sia in
uno stato di energia definita v,, cosicché cx(t < 0) = dx,. Avremo allora

. 1 1 /[t
& (1) = —cal Hilsa(t)e ! = ¢7(t) = — /0 [HyJo(t)e " dt', (3.18)
e quindi
Ay == Le t(wb]A Plibe) et dt! (3.19)
b Whm ’
da cui

t
€ g = /
Cl()l)(t) _ _E/O <7/)b|A . v|’¢a> ezwbat dt/ _
e S

=—— dwAp(w) [e’¢<¢b|ek e - Vg )/ e!@ha=)t" gy’ (3.20)
0

2m J,
- . t
e (Yyle e Vih,) / ¢t dt} :
0

La durata dell’impulso e in generale molto maggiore del periodo 27 /wp,, di
conseguenza il primo integrale su ¢ si annulla a meno che wy, ~ w, cioe E, ~
E, 4+ hw. Per il secondo integrale vale lo stesso ragionamento con la differenza
che wy, ~ —w, cioe K, ~ E, — hw. Inoltre le due condizioni non possono essere
soddisfatte contemporaneamente. La radiazione e incoerente, quindi possiamo
trascurare i termini di interferenza, per cui avremo nel caso in cui E, ~ E, + hw
(assorbimento):

e

o= () /Om e | Ao(@)*| Mo (@) PF (1w = wha) (3:21)

m

con

Mia(w) = (™€ - Vi)
2 sin?(wt /2) (3.22)

F(t,w) = w — Whq -
( aw) wg y W=w Wh,
A tempi lunghi F(t,w) ~ wtd(w), per cui avremo
1 /7e\2
A OF = 5 (=) 140(wha) 2l Maa(wa) Pt (3.23)

da cui si ottiene che la velocita di transizione per 'assorbimento ¢ data da

W, = (%)2 | Ao (cn) 2| Mo (wna) 2 | (3.24)

Nel caso in cui By ~ E, — hw scambiando a e b, in modo che b sia sempre il
livello ad energia piu alta, avremo che la velocita di transizione da b — a ¢ data
da

W = ™ (Y 1A (wn) [21M 2 3.25
=5 (=) Aol PIMas(ea)? | (3.25)
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che ¢ la velocita di transizione per ’emissione stimolata. Ora
My = (e e

v
= / v (ﬁ’?'*w;) dr = — / e e NV dr = (3.26)

m)
??‘l
Il

0 perche l'onda ¢ trasversa. Quindi

= (3.27)

cioe Il numero di transizioni per secondo verso stati eccitati ¢ uguale al numero di
transizioni per secondo da stati eccitati verso stati ad energia piu bassa (bilancio
dettagliato). In condizioni di equilibrio 1’assorbimento ¢ piu intenso poiché il
livello piu basso ¢ piu popolato a causa del fattore di Boltzmann:

howe\ N
exp (— M‘: ) = Fb . (3.28)

avendo usato il fatto che

3.2 Approssimazione di dipolo

Nel caso in cui la lunghezza d’onda della radiazione elettromagnetica A € molto
piu grande delle dimensioni atomiche tipiche, cioe del raggio di Bohr rq, allora
la quantita \k 7] < 1. Ad esempio per transizioni ottiche A\ ~ 10°A, quindi
k= 21/X ~ 1073A71. Poiché 1y ~ 14 — k-7 ~ 1073, cosicché D'esponenziale

e puo essere sostituito con I'unita. Questo equivale a trascurare la variazione
spaziale del campo di radiazione sulle dimensioni atomiche tipiche. Con questa ap-
prossimazione (e“;‘”? ~ 1) sia il potenziale vettore che il campo elettrico dipendono
solo dal tempo A = A(t), E = E(t), mentre il campo magnetico B = nabla x A &
nullo.

L’elemento di matrice M,, diventa:

= (uleTe - V]gha) ~ (e - Viva) = - (0l VIa) = M, (3.29)

e poiché p = —1hV — V = ;p, avremo

. ) m r, H
ME = e (unlpla) = e nbmilin) = e () Py =
m. MWpa
= - (Yp|rHo — H0T|1/}a> = hg(‘E Eb) A Wplr|a) = e T
(3.30)
Quindi la velocita di transizione sara in questa approssimazione:
T /eN? T /eN? R

Wo =2 () Holwna) IMEE o« £ (5) Twna)lé - mal = W5 . (3:31)

18



Introducendo 'operatore dipolo elettrico D = —eF si ottiene

WL I(wy)|é- Dyal? = WD | (3.32)

dove € - ﬁba e 'elemento di matrice della componente del dipolo elettrico nella
direzione della polarizzazione € tra gli stati b e a.

Se Dy, € non nullo la transizione ¢ una transizione di dipolo elettrico o tran-
sizione permessa. Se Dy, ¢ nullo, la transizione ¢ proibita (possono esserci co-
munque transizioni di dipolo magnetico o quadrupolo elettrico pur essendo molto
meno intense).

Chiamando 6 I’angolo tra € e ﬁba otteniamo

Wi

a

o I(wWya)|Dyal? cos? 0 . (3.33)

Se la luce & non polarizzata ¢ ¢ in tutte le direzioni. La media di cos? § sull’angolo
solido vale

1 2 Lo 1, 1
— d 0 dcos = — de = = 3.34
], gb/lcos cos 2/1110 T=3, (3.34)
per cui
e
Wia o (C;)b )|Df? (3.35)

per radiazione non polarizzata.

3.3 Coefficienti di Einstein

Consideriamo una cavita contenente atomi e radiazione in equilibrio alla temper-
atura assoluta 7. Sia p(ws,) la densita di energia della radiazione alla particolare
frequenza wpy,:

hwy 1

hwyg

2.3 :
TeC eﬁ_l

p(wba) = (336)

Ora il numero di atomi che fanno transizioni da a — b per unita di tempo assor-

bendo la radiazione ¢
dNba

dt

= Bbap(wba)Na . (337)

Inoltre

Noa wp
= Wia = Bia o) — | B = a4
N, b baP(Wha) b p(Wha)

(3.38)

Il numero di atomi che fanno transizioni da b — a per emissione spontanea e per
emissione stimolata e
AN
dt

= ANy + Bapy Npp(wia) - (3.39)

All’equilibrio deve valere la condizione Nba = Nab, per cui

Bbap(wba)Na = AabNb + BabNbP(Wba) ) (340)
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da cui

Na i Aab + Babp(wba) _wgp hewpg

— = =e FT =eFT . 3.41
Ny Bhap(wpa) (3.41)
Quindi
Aab hwy 1 Aab
p = hwpg = 2b3 hwpg = B hwpg ? (342)
Bye# — By, T ew —1 By [B”ZeTT - 1}
da cui otteniamo
Bab = Bba
fuwo? ; (343)
{Aab = 7T2_Z§Bab
dove Ay ¢ il coefficiente per ’emissione spontanea. Poiché By, = p(Wwi?l)

WP & noto si ricava Ag,.

3.4 Regole di selezione

Nella probabilita di transizione da uno stato a ad uno stato b la grandezza chiave

da valutare &
€ Thal? (3.44)

Introduciamo le componenti sferiche di € e 7,:

€1 = —\%(em + 1€,)

€) = €2
€= \/iﬁ(ex —1€,)
ry= —\/iﬁ(ac +ay) = -7 sinf ¢ ~ rYy;
ro =2z=1rcosf ~rYyp
r_, = \/ig(a: —y) = \%sin@ e ~ 1Y,

(3.45)

Il prodotto scalare puo essere scritto come

E b= emae= Lo mes : (3.46)

q=0,%+1 q

dove a=nlmeb=nl'm'e
Iglélm/’ngm :/ Tan/g/(T)Rng(T)dT/dQ }/Zm/}/lq}/[m . (347)
0
L’integrale sulla variabile ¢ da

2
J(m,m',q) :/ e!mra=m)e gy (3.48)
0

Per ¢ = 0 allora il vettore polarizzazione € e nella direzione z. ]
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L’integrale & non nullo solo se m —m’ = 0, cioe

Am = 0 |. (3.49)

[ Per ¢ = +1 allora il vettore di propagazione k & nella direzione 2. ]

L’integrale e non nullo solo se m —m’ £ 1 = 0, cioe

| Am = £1]. (3.50)

Per quanto riguarda l'integrale sulla variabile 6 ricordiamo che

Yim ~ P(cosf)e™?

Yy~ P(cosf)e "™ . (3:51)
© vale oP" P+ P
cos ~ ,
sin QPémfl ~ P?fi — Pi”i , (3:52)
quindi 'integrale
/dQ Yo * Y14Yom (3.53)

diventa (utilizzando le regole per m):
e per g =0:
1 1
/ dcos® P;'Y,0P" = / dcosO P[P+ P ] = 0p i1 +0p -1, (3.54)
-1 -1
cioe
Al = +1 | (3.55)

e per g = x1:

1 1
/ dcos® PYy . P! = / dcost P[P/, — Py = ¢ e41 — 001
-1 -1
(3.56)

cioe di nuovo

Al = +1 |; (3.57)

Poiché I'operatore di dipolo non modifica lo spin dell’elettrone, segue che la compo-
nente dello spin nella direzione di quantizzazione rimane inalterata per ’assorbimento
o I'emissione di radiazione di dipolo

As, =0. (3.58)
In breve abbiamo le seguenti regole di selezione
Al =+1
_ [0 g=0 (¢//%)
Am—{l P (l%//z) . (3.59)
As, =0
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Chapter 4

Struttura fine

L’hamiltoniana dell’atomo di idrogeno (o di atomi idrogenoidi) deve tener conto
dei termini perturbativi

e [, = correzione relativistica all’energia cinetica:

2
E2:p202+m2c4:m204<1+ p ) 7

m2c?
2 2 4 2 4
2 P9 p L p 9, P p
B=mey1+ m22 {1 2m2c2 gm‘*c‘*] e o T Bmde
(4.1)
e quindi
4
p
H =2 . 4.2
! 8m3c? (42)

e H, = accoppiamento spin-orbita. Questo termine correttivo ¢ dovuto al
fatto che la carica e soggetta ad un campo elettrico £ = —éVV(T) e, poiché
¢ in movimento, risente ’azione di un campo magnetico effettivo:

o _Up_ v, 1 1dV(r)

c c (—e)r dr

(4.3)

L’hamiltoniana sara

L= eh (P \N1dV(r) 1 1 1dV(r)- %
Hy=—pu-B= | — — = - L-S. (44
2 a mees (mc x r) rodr (—e) m2cr dr (44)

In questa espressione manca un fattore 2 a denominatore che non puo
essere giustificato in una teoria quantistica non relativistica. L’hamiltoniana
H, corretta é:

1 1dV(r)

—

L-S|. (4.5)

H2:

m2c2r dr
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4.1 Energia cinetica

Poiché

2 2 2 2 4 1 2\ 2 1
A LN SN S (p_): T, (4.6)

2m r 2m r 8m3c?2  2mc? 2mc?

con T = p?/2m. Ora, p* non agisce sulle variabili di spin e commuta con ¢* e £,
quindi ¢ diagonale nella base {|(, 2., s,)}. Calcoliamo I’elemento di matrice

Lt nem) = — tem| (Ho+ € ) (Ho+ &) pnem) =
ch(nm| |nm>—2m62<nm| 0+? o—l—? Intm) =

) ) . (4.7)
= E 2B, { - )Y+et{ S )| =AE .
2mc? r 72
Ora
En ~ — ,
7”0 h2
1 1
r ro
1 (4.8)
1 64 et m2e? 2\ % e2m 1
A ~ — — = — S P
L me2 re mc® ht (hc) h2 @Qen o

4.2 Spin orbita

Per H, usiamo la base |j, j., ¢, s) degli operatori commutanti J2, J,, L?, S?, perché
nella base |, s,¢,,s,), L -S non commuta con L, o S,. Calcoliamo

1 dV -
<] ]z>€ 3|__L S|j ]z>€ S> AEQ

2m
gt ooyt .3
U =17 =5 = —L7=7 (4.9)

J=0+1/2 (#£0
J=1/2 (=0"

DO | —

quindi per ¢ = j + 1/2 avremo
1 1 3 1dV
2 2m2022(‘7(‘7+ ) —ée+) 4)< >
1 1dV 1 3 3
- (i) (5+2) =2 = 41
4m2c2<r dr> [‘7 +J <]+2> <]+2> 41 (4.10)
_ 1 J1dv\[. 3
T a2 \rdr /T2
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mentre per { = j — 1/2 otteniamo

1 1dV 1
AFy=———( —— + = . 4.11
? 4m?2c? <7“ d7°> {]—{—4] (4.11)
Ora
av - e? . 1dV e?
dr  r} r dr re
3 ) A (4.12)
AR 1 e 44 (e eme me o
— Qw—m202ﬁme = % 73 =« [ —)\—CC—Oé Ve,

dove A, e la lunghezza d’onda Compton dell’elettrone.
Ogni livello che era 2n? volte degenere si splitta in n livelli differenti per ciascun

valore di j = %, %, ey M — % Due stati con lo stesso n e j sono degeneri. In generale
n=3 3d5 /2 J= g
3p32  3dz)o j = g
351/2 3291/2 ] = %
n =2 2p3 )2 j = %
25172 2p1/2 ] = %
n=1———=--""""""""="-"-"-"-"-"-----"
18172 j= %

lo splitting di energia cresce al crescere di Z (come Z?) e decresce al crescere di n.

4.3 Effetto Zeeman

Consideriamo un campo magnetico B che agisce su un atomo idrogenoide che puo
essere ottenuto dal potenziale vettore A = %B x 7. L’hamiltoniana dell’atomo di
idrogeno sara data da

2 2 2 2

N\ 2
= (F+2A) -S =L A ag) e S-S @)

c r 2m  2mc 2mc? r

Sapendo che p- A = —ihV - A allora

(V- Ay =(V-Av+A-Viy=A-Vi | (4.14)
e quindi
He P S hpe C o O (4.15)
“om T me P T ome ro| )
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. L = 15 1o -
Aﬁ:§(BXT’) ﬁ:§B(TX@:§BL,
1 1 = o 1 = . 1> = .
AQ—Z(BxﬂQ—Z(BXF’)-(Bxﬁ:Z (P Bx7) =B (Br* — 7B -7)
1 —
= (B — (B )"
(4.16)

Il termine quadratico ¢ irrilevante per atomi con un solo elettrone (¢ importante

per lo stato fondamentale dell’elio in cui sia LT9T che STOT si annullano). Quindi
possiamo scrivere
O By (4.17)
C 2m 2mc r '
Essendo up = eh/(2mc) avremo
2 2
H=L yuzB.0-< | (4.18)
2m r

Tenendo conto del fatto che 'elettrone ha anche un momento magnetico di spin
otteniamo

P L o2
H=-—+pugB-({+25)—— |, (4.19)
2m T

dove il fattore 2 davanti a 5 ¢ il fattore giromagnetico dell’elettrone.

4.3.1 Campo forte (effetto Zeeman normale)

In questo limite trascuriamo 1’accoppiamento spin-orbita, che trattiamo come per-
turbazione. Supponiamo che B sia lungo z. Avremo

p2 62
H———— B(l, +2s,) . 4.20
TSt B+ 25.) (4:20)

L’equazione di Schroedinger sara Hi(q) = Ev(q) e quindi

(<507 = =) 60) = 1B~ umB(e. + 25.]60). (1.21)

2m T

Questa equazione e soddisfatta dalle funzioni d’onda ¥y,p,s. se

E=E,+usB({+2s.) |. (4.22)

Cosicché viene rimossa la degenerazione rispetto a £, e s., come I'esempio in
ﬁgura 4.1. La correzione dovuta allo spin-orbita sara Hso = f(r )L . S. Poiché

.S non connette gli stati con £, = 1s, = —1/2el, = —1s, = 1/2 si puo usare
la teoria delle perturbazioni non degenere che da al 1° ordine:

1 |
AFE = /er(r)(Rng(r))er (65,62, s,|L - S|€§,€Z,sz) = Autmyms s (4.23)
che rimuove la degenerazione rispetto a /.
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l,=1 s,=1/2

l,=0 s,=1/2

My =1 s,=-1/2, 0, =-1 s, =1/2

l,=0 s, =-1/2
ppB

l,=—1 s, =-1/2
Figure 4.1

4.3.2 Campo debole (effetto Zeeman anomalo

In questo caso dobbiamo prendere come hamiltoniana imperturbata:

2 2

(4.24)

(4.25)

P’ e > g
H=———+f(r)L-5,
2m r f(r)
le cui autofunzioni sono prodotti di funzioni radiali per le armoniche sferiche gen-
eralizzate:
e les) =Y (€, sl 5205, 50 0, 8)[C, 5L, s2)
l2,52
ovverosia

g;jz = Z<€7 5627 Sz|j7 jza Ea S)n,EZXs,sZ .
La perturbazione ¢ H' = upB({, + 2s,) = ppB(J, + 5.) e quindi

AE = ppBj. + upB(j, j:, 1, 8|5:1j, Jz, €, 5)

Per valutare il secondo termine consideriamo l'identita
[J2[J2V]] = 2PV +VJ?) —4(V - J)J .
Ora l’elemento di matrice del primo membro fra stati con stesso j vale
(G2 (V= Vi) = (PV = V)25 =0,
cosicché
(G, 32 685V + V315,20 £ 5) = 20,3, 48|V - )15 52 £ 5)
cioe
3G+ 1) G sV Jan € s) = (G, 304, 8[(V - 5)515, 5204 5) -
Ponendo V' = S e prendendo la componente z otteniamo
3G+ 1), 5z 481525, 520 6 8) = J2(5, Jzr € 8|S - )15, 50 £ 5)
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Ora
J=L+S - L=J-8S — L[*=J*+5%2-2J.-5,

per cui
1
J-S:§(J2+SQ—L2) :

quindi avremo che

E LGy sy

.7 .2767552 .7 .27675 == . .
(j, J 5217, ) G112

Quindi in definitiva troviamo

JU+ D) +s(s+1)—L(L+1)
2j(j +1)

= upBj.g

dove g ¢ il fattore di Landé. Poiché s = 1/2 avremo
C 2042 1

AE = {“BBJ.Z@ J=tty

peBjisig 1=14—3

?

avremo che I’energia complessiva sara

E=FE,+AFEs+AFEcy .

Jz = 3/2
Z y j.=1/2
nps/2 ]g,U/BB
i Jjz = —1/2
J.=—3/2
. 1
Jz = 5
n 2
P1/2 §/~LBB
) 1
Jz = _5

Le regole di selezione saranno

Al = £1;
Aj = £1,0;
Am; = 0,%£1.
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P32

P1/2

DEBOLE FORTE
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Chapter 5

Atomi a piu elettroni

Le proprieta periodiche degli elementi sono dovute a:
1. presenza di una struttura a shell simile a quella dell’atomo di idrogeno.

2. All’aumentare del numero atomico gli elettroni riempiono le shell progressi-
vamente in accordo al principio di Pauli.

Quindi gli elementi dello stesso gruppo della tavola periodica (stessa colonna),
pur avendo numero atomico Z diverso e diverso numero di shell interni (shell di
core), hanno la stessa configurazione e lo stesso numero di elettroni nella shell pin
esterna (shell di valenza).

O | Cresce
lungo un
O gruppo Diminuisce
lungo un
Q periodo

QV O O (,)

Figure 5.1: Raggio atomico.

5.1 Campo elettrostatico medio

La repulsione elettrone-elettrone puo essere sostituita con buona approssimazione
dalla sua media. L’elettrone, oltre ad avvertire il campo attrattivo del nucleo,
¢ soggetto non al campo repulsivo di ciascun altro elettrone, ma soltanto ad un
unico campo repulsivo dovuto al loro potenziale elettrostatico medio, che scherma
il nucleo, riducendone 'attrazione. Tale campo ha approssimativamente simme-
tria sferica, cosicché gli orbitali possono essere fattorizzati in una parte radiale
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e una angolare e quindi identificati con gli stessi numeri quantici dell’atomo di
idrogeno.

In questo modello definiamo Z, = Z— N, numero di valenza o carica di valenza,
dove N, e il numero di elettroni che occupano completamente gli orbitali di core.

Z n2
Quindi il potenziale di ionizzazione va come ! I © il raggio atomico come 2*
v
Lungo il periodo il potenziale di ionizzazione cresce (da atomi monovalenti a

bivalenti, etc.) e il raggio diminuisce.

5.2 Metodo di Hartree

L’equazione di Schroedinger per atomi a molti elettroni puo essere scritta come

1 Z
Szcn’@Ffwném = |:_§v2 Vnséfnc<r):| wnfm = Enﬂwnf'rn . (51)

H3CYF & una hamiltoniana efficace di singolo elettrone che contiene il campo auto-

consistente. V5'¢(r) ¢ il potenziale di Hartree:

VSFC( ) /dS /pnfmoﬂ) . (52)

ném | F— 7;7|
Essendo p(r) la densita media di carica elettronica:

N uem (P (5.3)

n’ 0 m’

dove f,/ ¢ vale 2per orbitali completamenti occupati, 1 per orbitali occupati a
meta (puo accadere solo negli shell di valenza) e 0 per quelli vuoti, si ha:

pném(r) = p(T‘) - |¢n,€,m(r)|2 ) (5'4)

e la densita elettronica media alla quale e sottratto il contributo relativo all’orbitale
nfm sul quale, di volta in volta, agisce la hamiltoniana HS{F. Cio equivale a
sottrarre allo schermo elettrostatico medio l'interazione dell’elettrone con se
stesso. La hamiltoniana efficace cosi dipende dalle proprie autofunzioni (equazione
differenziale non lineare).

Il potenziale elettrostatico dovuto alla somma di nuvole elettroniche sferiche
concentriche relative ai vari orbitali scherma la singolarita attrattiva —% del poten-
ziale nucleare, ma per il teorema di gauss, lo fa pit1 0 meno efficacemente a sec-
onda della maggiore o minore distanza dal nucleo, ovvero del maggiore o minore
numero di orbitali occupati e si interpongono ad esso.

I termine aggiuntivo di schermo (oltre a ridurre le differenze di energia fra
una shell e la successiva) rimuove la degenerazione rispetto a ¢. Il potenziale,
infatti, non e piu colombiano puro, ma ¢ ancora un potenziale centrale, quindi la
degenerazione rispetto a m rimane.
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Chapter 6

Fisica Molecolare

6.1 Considerazioni generali

1. Poiche la massa dei nuclei nelle molecole ¢ molto pit grande della massa
degli elettroni, il moto dei nuclei ¢ molto piu lento rispetto a quello degli
elettroni, per cui questi occuperanno posizioni quasi fisse all’interno della
molecola.

2. Le shell pitt interne degli atomi che formano molecole restano quasi indistur-
bate. La distribuzione di carica degli elettroni piu esterni fornisce la forza
di legame.

3. Oltre all’energia elettronica occorre considerare ’energia di vibrazione e di
rotazione della molecola.

6.2 Ordini di grandezza delle diverse energie

Sia a la distanza tipica dei nuclei in una molecola. Per il principio di indeter-
minazione I'impulso degli elettroni di valenza & dell’'ordine di p ~ h/a, cosicche
I’energia elettronica e dell’ordine di

2

Bor —— ~eV . (6.1)

Ml

Se le vibrazioni della molecola sono armonic con frequenza angolare wy allora si
ricava che se uno dei nuclei ¢ spostato ad una distanza a I’energia potenziale della
molecola aumenta di una quantita %M w2a® (M dell’ordine della massa nucleare).

D’altra parte se un nucleo e rimosso dalla molecola, questo equivale a dissociare
la molecola, per cui quest’aumento deve essere dell’ordine dell’energia elettronica
Mw3a? ~ h?/m.a?. Quindi lenergia vibrazionale sara dell’ordine di

h R m ma 172
E, ~ hwy ~ h _ ,/—:Ee<—> ~1072E, . 2
MU leymM T ma\ M M 0 (6.2)
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Per stimare ’energia rotazionale consideriamo una molecola biatomica con due
nuclei di massa M separati da una distanza a. Il momento di inerzia sara I = M; ,
per cui I'energia sara dell’ordine di

h? h? R /m m
Ep~ "t~ :—<—>:Ee<—>~1‘4Ee. .
R I Ma?2 ma? \M M 0 (6.3)

Riassumendo )

E, ~ ~eV |

mea?

m 1/2
B~ E () (6.4)
M

m
Pr~ e (7)
L’energia rotazionale € piu piccola dell’energia elettronica di un fattore m/M e
pit1 piccola dell’energia vibrazionale di un fattore (m/M)Y2. Da questo calcolo si
h

vede anche che i periodi nucleari T ~ F, 5 Sono molto piu lunghi dei periodi
v,

elettronici T, ~ Ei
€
Ecco perche i moti nucleari ed elettronici possono essere trattati indipen-
dentemente e ricavare gli stati elettronici per ciascun valore della separazione

nucleare trattando i nuclei come nuclei fissi.

6.3 lone molecolare H;

ec

rA Te "B

A o< ~e 3
Ra 0 Rp

La hamiltoniana dello ione H, si scrive in unita atomiche:

N 1 1 1 1 1 1
H=——Vi— Vi - V2 — — — + —=——=. (65
oM "4 a2M TP 2 7. — Ra|  |7o— Rs| |Ra— Rl (6.:5)
Introducendo la coordinata del centro di massa QCM = EAJFEB, la coordinata

2
internucleare R4 — Ry e la coordinata dell’elettrone rispetto al centro di massa 7.

1, o 1_, 1_, 1 1 1

1 N v ——VT_ - — — + —.
i VEew ~ 37 VRT3 7 —R/2| |7+ R/2| |R|

(6.6)

Sul centro di massa non agiscono forze. InoltreLa funzione d’onda si fattorizza
nel prodotto di una funzione che dipende solo da Rgjy; e una che dipende da R
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e 7. La funzione d’onda che dipende da R¢ys € un’onda piana. Ci interessa la

funzione ¢(7, R) che soddisfa:

A~

. 1 1 1 1
H(ﬁ’l?,R: ——V2—— r_ pury —_— — +—_,
7. ) M©T27T \F_Rj2| |+ RJ2| IR

o(7, R) = E¢(F, R) .
(6.7)

Quest’ultima hamiltoniana non e separabile nelle variabili R e 7. Conviene
fare un’approssimazione e trovare le funzioni d’onda dell’elettrone considerando
la massa dei nuclei infinita e quindi trattare i nuclei fermi ad una distanza fissa
R. Avremo cosi che le autofunzioni ¢ della sola variabile elettronica 7 dipendono
parametricamente dalla variabile R. Con una ulteriore approssimazione si puo
risolvere anche il problema complessivo.

Quindi 'hamiltoniana elettronica sara:

he = —lvi S N : (6.8)
2 7 — R/2| |F+ R/2|

e 'equazione agli autovalori:

e (7, R) = e (R)W§(7, R) | (6.9)

dove €(R) dipende solo dal modulo di R solo se il momento angolare orbitale
elettronico associato a ¥f(7, ]?2) e nullo. Questa ipotesi e soddisfatta nel caso dello
stato fondamentale dello ione H, . Ora se F¥ (ﬁ) ¢ una base completa di funzioni
incognite nello spazio della sola variabile nucleare B si puo dimostrare che vale lo
sviluppo:

o(7, R) =Y FN(R)y¢ (7, R) . (6.10)

Le funzioni FN(R) rappresentano 'ampiezza di trovare i due nuclei alla dis-
tanza R quando il sistema e nello stato elettronico i. Infatti si ha
oo
B = [loG B = Y BCREN ) (v Ryvs(e Bie = S IR
4,j=0 =0
(6.11)
Inoltre per un fissato R rappresentano il peso con cui i diversi autostati ¢
dell’hamiltoniana elettronica contribuiscono alla funzione d’onda totale ¢. In-
serendo ¢ nell’equazione di Schroedinger si ottiene:

e By | L 1 I R
S vl ) |~y ho ) + g~ B B = Y (V6 ).
(6.12)
6.4 Approssimazione di Born-Oppenheimer
Consideriamo la molecola di H,, la cui hamiltoniana é:
H=Ty+T,+V, (6.13)
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[ 15
0 é l'origine
del sistema

r . .
di coordinate
Ae RA 0 RB °B ﬁ == EA - EB
dove 1 11 0 ) N?
Ty =——V% = —— | —— [ R?—=— | - —
A VI M[R26R< 8R) R?]’
T, = —%vi : (6.14)
1 1 1
= — = —_ = —|— -,
7 —R/2| |4+ R/2l R
dove 10 9 1 &
N? = 0 — e 6.15
T n606 (Sm ae) T 0992 (6.15)
L’equazione agli autovalori sara:
Ho(7, R) = E¢(7, R) . (6.16)

Consideriamo ora il moto dell’elettrone che si muove nel potenziale dei nuclei A e
B che si trovano ad una distanza fissata R. Avremo:

he (7 R) = e (R)US( R) (6.17)
dove h¢ & 'hamiltoniana elettronica h¢ = T, L+ V.

Equazione d’onda elettronica. Gli autovalori €¢f(R) (e le funzioni d’onda
YE(7; R)) dipendono parametricamente da R che ¢ tenuto fissato quando si cal-
colano € (R) e ¥f(r; R). Le autofunzioni ¢f sono ortonormali (¥f[y)5) = dy; e
formano un insieme completo, per cui la funzione d’onda ¢ puod essere espansa
come:

¢ = ZFN Y7 R) . (6.18)

Nota: le energie €¢(R) non possono dipendere dall’orientazione della distanza in-
ternucleare R senza un campo esterno e quindi dipendono solo dal modulo R.

I coefficienti F¥ (é) sono le funzioni d’onda che rappresentano il moto nucle-
are (rotazionale e vibrazionale) quando il sistema ¢ nello stato elettronico i.
L’hamiltoniana completa della molecola e

H=T+h, (6.19)
quindi I'equazione di Shroedinger puo essere scritta come:

(TN + h°) i EN(R) = EZFN WS (7 R) . (6.20)
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Proiettando su 9, si ottiene

> W TN + b — E[) FN(R) =0, (6.21)

)

che diventa
110 (. ,0 N? N ¢ N(BY _
;( Ay =y (R ﬁ) e vid (R R)+[€(R) ~ E]F (R) = 0, (6.22)

In cui non c’e ancora alcuna approssimazione, per cui questa equazione ¢ identica
all’equazione di Shroedinger iniziale. Ora facciamo ’approssimazione di Born-
Oppenheimer (o adiabatica). Poiché il moto nucleare ¢ molto piu lento di quello
elettronico, la funzione d’onda 9§ (7 ]:?) varia molto lentamente rispetto a (R, 0, ¢),
quindi trascuriamo |0YOR)| rispetto a |[0FOR| e teniamo solo i termini diagonali
(¥;|N?|;) e quindi troviamo 1’equazione d’onda nucleare:

119 (90 (WiIN?[¢5) | o Ny o
{_MR%?R (R aR) t e TEBR -BF(R)=0, j=012...
(6.23)

Abbiamo quindi disaccoppiato le equazioni per gli stati elettronici ¢ e 7 diversi.
Ciascuna equazione descrive il moto vibrazionale e rotazionale quando la molecola
nello stato elettronico j.

Quindi nell’approssimazione di Born-Oppenheimer si risolve prima 1’equazione
d’onda elettronica per trovare €f(R) per differenti valori di R e poi si risolve
I’equazione d’onda nucleare.

L’approssimazione di Born-Oppenheimer fallisce se il moto dell’elettrone &
lento (rispetto a quello nucleare), ad esempio quando si trova in uno stato molto
eccitato. Fallisce anche quando il modo dei nuclei non & lento, per esempio in
atomi in collisione.

La forma generale di €(R) ¢ approssimativamente quella mostrata in figura 6.1,
A breve distanza prevale la repulsione nucleo-nucleo. A grande distanza l’energia
€5(R)

J

D, —€5(Ro)

Energlo d| dlssocnaznone

Figure 6.1

tende ad una costante pari alla somma delle energie dei due atomi isolati.
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Supponiamo di conoscere €5(R) e risolviamo I'equazione d’onda nucleare.

Dobbiamo calcolare (Y| N?[¢5)FY (R). Notiamo subito che
N=K-1L. (6.24)

Poiché N = R x 15, allora N - R = 0. Inoltre

W

K\ |
N

Ae o3

z

Figure 6.2: K@ I’operatore momento angolare dell’intera molecola. Lé I'operatore
momento angolare elettronico.

Kg == LE y (625)

cioe la proiezione del momento angolare totale sull’asse internucleare € uguale alla
proiezione del momento angolare elettronico.
Se la molecola ¢ isolata ¢; = FN¢)¢ ¢ un autostato di K2 e K,:

K?¢; = k(k+1)¢; ,

Kby = My (6.26)

Inoltre Lz commuta con I’hamiltoniana elettronica poiché h® ¢ invariante per ro-
tazioni intorno all’asse internucleare, ma h® non commuta con L? e LzLy:

[he,Lz] =0 . (6.27)

Quindi 9§ e autostato di Lz con autovalore

Lz = Mp; = Ay, (6.28)
con A = |Mp| e
A= 0 1 2 3
VLo (6.20)
> 1II A @

Inoltre L agisce solo sulla variabile elettronica, quindi ¢; ¢ autostato di Lz con lo
stesso autovalore

Lz = L:FNyf = FN L)) = £A¢; . (6.30)
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A questo punto
(il N2 ) FY (R) = (i | K2 + L? = 2K - L)) FY (R) =

= [k(k + 1) + A2 — 202 FN(R) + (§|L2 + L2 — 2K Ly —(2Ky§y|w5> -
6.31

L’equazione d’onda nucleare diventa

dove

2 e|lr2 2 _ il T _|a)e

B A n <wi|Lf+Lg 2KzLz — 2K5Lyg|Y5) ~(R) . (6.33)
M R? MR?

Poiché Lz = K5 e |k| > K5, i valori possibili del numero quantico k saranno k > A:

E=AA+1,A+2, ...

Poiché la massa nucleare ¢ molto piu grande della massa elettronica, i due
termini nell’equazione (6.33) sono piccoli in confronto a €5(R) e li trascuriamo.
Inoltre la funzione d’onda nucleare puo essere espressa come prodotto di una
funzione radiale per una funzione angolare giacché il potenziale €f(R) dipende
solo dal modulo di E:

G (R) = €i(R)

FN(R) = L (R) Vi, (0, 9) |, (6.34)

dove n e il numero quantico vibrazionale e k ¢ il numero quantico rotazionale.
PerstatiY: A =0 — K = ]\7', e in questo caso le autofunzioni di K? e K,
sono proprio le armoniche sferiche Yy, (0, ¢).
Ponendo f,x(R) = xnx(R)/R e inserendo nell’equazione si ottiene

L& k(k+1) B
(_M arz T e T - Emk) Ximk(R) =0 . (6.35)

Se il potenziale €¢(R) ha un minimo in Ry possiamo sviluppare intorno al minimo
e tenere solo i termini fino al 2° ordine:

1
€; (1) ~ € (Ro) + 51%(3 — Ro)?, (6.36)
dove
>
i = d—RQei(R) . (6.37)

Per semplificare ulteriormente il problema possiamo dire che poiché la massa nu-
cleare € molto grande, la funzione d’onda nucleare sara localizzata in una regione
molto piccola intorno al minimo Ry, cosicché, se le oscillazioni sono davvero piccole,
conviene porre R ~ Ry nel termine di energia cinetica angolare. Questo equivale a
considerare la molecola dal punto di vista della rotazione come un rotatore rigido
(naturalmente vibra radialmente). Quindi avremo

1 & 1 k(k+1)

e k(R - ROV} ik () = {EkM—RO — €6 (Ro) | Ximi(F)

(6.38)

MdR? 2
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che ¢ I'equazione di un oscillatore armonico unidimensionale, per cui I’energia sara:

k(k+1 1
Ein = €;(Ro) + Er + By = ¢;(Ro) + (—2) +won+=) |, (639
MER? 2

dove wy = /k;/M.

6.5 Anarmonicita del potenziale
Se si approssima il potenziale €f(R) con il potenziale di Morse:

€ (R) = € (00) + V(R) ,

Vir(R) = D, [e—za(R—Ro) B 2€—a(R—RO)} ’ (6.40)
che ha un minimo in Ry pari a —D, cosicché
De = €(00) — €/(Ro) (6.41)

(quindi D, & Ienergia di dissociazione della molecola che non tiene conto dell’energia
di punto zero), si ottiene un’energia vibrazionale pari a
7

)

A causa dell’energia di punto zero wy/2, la vera energia di dissociazione ¢

EV = W 5 6 <1. (642)

m:m—%. (6.43)
E,(R)
\\ — D D
\ =2 0 e
T “o
___________________________________________________________ 5
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6.6 Distorsione centrifuga

Se rilassiamo l'ipotesi di rotatore rigido allora per ottenere i livelli di energia
dobbiamo risolvere ’equazione radiale. Scriviamo intanto I’equazione radiale come

1 d? ~ ~
(_Md_}%? + V;H(R) - Eznk) Xz,nk(R) =0 ) (644)
con F(k 4 1)
+
Veff(R) = VM(R) + M—R2 5 (645)
dove k](\];;;) e il termine di distorsione centrifuga, e

Vs € il potenziale di Morse. Ora, il minimo di Vog(R) sara in un punto R; che ¢
circa

cioe piu alto ¢ il momento angolare e piu grande ¢ la distanza di equilibrio: la
molecola quindi si stira.

Risolvendo con uno sviluppo al 4° ordine I’equazione radiale si trova che ’energia
contiene (oltre alla profondita della buca di potenziale, ai termini armonici e an-
armonici) un termine di accoppiamento rotovibrazionale e un termine di cor-
rezione all’energia del rotatore rigido.

6.7 Degenerazione dei livelli £,

L’hamiltoniana h° ¢ invariante per rotazioni intorno all’asse internucleare, ciod
commuta con L: X

[h¢, L] =0 . (6.48)
L’hamiltoniana elettronica e inoltre invariante per riflessioni in tutti i piani con-
tenenti I’asse internucleare. Un esempio ¢ il piano (7,Z) e la riflessione delle
coordinate dell’elettrone in un tale piano corrisponde all’operazione y — —7y. Se
A, ¢ l'operatore che effettua questa riflessione si avra

[A,, ] =0 . (6.49)

Inoltre deve anche essere
A Lz = —-LzA, , (6.50)
cosicché se A # 0, I’azione dell’operatore A, su una funzione d’onda corrispondente
all’autovalore A e quella di trasformare questa funzione in un’altra corrispondente
all’autovalore —A ed entrambe queste autofunzioni hanno la stessa energia. Cias-
cun termine elettronico con A # 0 ¢ doppiamente degenere in quanto ogni valore
dell’energia corrisponde a 2 stati che differiscono per la direzione della proiezione
del momento angolare orbitale lungo 1’asse molecolare. La degenerazione dei livelli
€ quindi:
{2(2k+1) A#0 (6.51)
2k+1 A =0 (ie. perstatiX) ° '
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6.8 Principio variazionale

Consideriamo il funzionale

_(GlHl) _ [¢Ho dr
PO="ge ~ Tooar

Vogliamo dimostrare che ogni funzione che rende stazionario il funzionale E|[¢]
e un’autofunzione v, di H, cosicché se ¢ e 1, differiscono per una variazione
infinitesima arbitraria d¢, cioe

(6.52)

¢ =1 +09, (6.53)
la corrispondente variazione di energia al primo ordine si annulla:
0E=0. (6.54)

La condizione per cui il funzionale e stazionario € che 6 E = 0. Variando quindi
I’espressione del funzionale otteniamo

5E/¢*¢ dT+E/5(]§*¢ dT+E/(]§*5(]§ dr = /5¢*H¢ dr+/¢*H§¢ dr , (6.55)

ovverosia

/5¢*(H _E)é dr+ /¢*(H _E)¢dr=0. (6.56)

Poiché ¢ e complessa, le variazioni d¢ e d¢* possono essere trattate indipendente-
mente, per cui otteniamo da ciascuno dei due termini (usando I'hermiticita di H)
che

(H—E[¢)¢=0 |, (6.57)

cioe ¢ soddisfa I'equazione di Shroedinger, quindi e autofunzione di H. Inoltre se
¢ e ¢ differiscono per un termine d¢ il principio variazionale implica che il termine
principale della differenza tra E[¢] e 1'autovalore vero E, & quadratico in §¢.
Questo vuol dire che gli errori nelle energie approssimate sono del secondo ordine
in d¢.

Il funzionale E[¢] fornisce anche un limite superiore all’energia di stato fon-
damentale. Infatti, sia:

_ ZEn|an|2 N E[(b] . EO _ Z |an|2(En - EO)

= Qp Py, E - T 2 >0 )
¢ Z Yy — [Qb] Z|an|2 Z|an|2 ><6 58)
E[¢] > FEqy |. (6.59)

II metodo variazionale consiste nel valutare la quantita E[¢| usando funzioni
di prova che dipendono da certi parametri variazionali e poi minimizzare E[¢]
rispetto a questi parametri.
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Supponiamo di sviluppare ¢ su una base troncata ad N termini:

N
gb - Z CnXn » (660)
n=1

e valutiamo il funzionale

(SIH|D) _ Son S Ccnll

B = ) =S S N e e A (6.61)
Hy = (X | H | Xn) (6.62)
Aprn = (Xnr|Xn) (6.63)

(che & uguale a 6, se le x, sono ortonormali). Abbiamo quindi

N N N N
E[¢] Z Z cren Ny = Z Z cricnHpm (6.64)

Differenziando rispetto a ¢, e ponendo 0F/0c!, = 0 otteniamo un sistema di N
equazioni:

> (Huyn — EApp)en =0, n'=1,2...N |. (6.65)

n

Per avere soluzione non banale occorre che sia soddisfatta la condizione:
det |Hn/n - EAn/nl = 0. (666)

Le soluzioni Fy, E1, ..., Exy_1 sono le energie approssimate dal ”di sopra” dello
stato fondamentale e degli altri stati eccitati. Sostituendo progressivamente le
soluzioni nell’equazione di partenza si trovano anche i coefficienti ¢! e quindi
le funzioni d’onda approssimate corrispondenti.

R 27”

6.9 Risoluzione dell’equazione d'onda elettronica (H,)

L’hamiltoniana elettronica per lo ione molecolare Hy &

1 1 1 1
he=—-V2ie = — ——— + —. (6.67)
2" |74 75| R
Vogliamo trovare le funzioni d’onda e le energie dello stato fondamentale e del
primo stato eccitato. A questo scopo utilizziamo una base minima di due orbitali
1s centrati su ciascun atomo |A), |B), ovverosia

{<ﬂA> = 1y(F — Ra) =

1
o T P~ R 6.68
<F‘B> = ¢15(F— RB) = \/LEQ_‘T_RB‘ ! ( )



[ &

B

=

TA

e costruiamo i due stati come

{|0> = \|A) +c3lB) | {wf;(ﬁ R)
1) = chlA) +cplB) " (7 R)

09477/)15(77— RA) + C%¢IS<F_ ﬁB)

_ L, . (6.69
Oy (7 — Fo) + oy (71— Fig) 09

L’utilizzo di questa base minima ¢ motivato dal fatto che per R molto grande,
cioe quando i due atomi sono molto distanti, le funzioni d’onda devono tendere a
quelle dell’atomo isolato e infatti si ottiene la soluzione giusta. Anche a piccole
distanze e verosimile che gli stati atomici 1s contribuiscano alle funzioni d’onda
molecolari relative alle energie piu basse piu di tutti gli altri stati eccitati, visto che
nell’atomo di idrogeno il salto fra lo stato 1s e lo stato 2p e di parecchi elettrovolt
(~ 10 eV).

Per risolvere il problema abbiamo due strade:

1. Uso della simmetria.

2. Uso del principio variazionale.

6.9.1 Uso della simmetria

Poiché I'hamiltoniana elettronica ¢

1 1 1 1
he=—-V2e — ——— 4+ = 6.70
27 1y rg R’ (6.70)
vediamo subito che scambiare il nucleo A con il nucleo B lascia ’hamiltoniana
elettronica invariata. Poiché lo schema ¢ quello mostrato in figura 6.3, scambiare
A con B equivale a mandare 77— —7".
L’hamiltoniana elettronica e quindi invariante per parita, cioé commuta con

~

P: R
[h¢,P] =0 . (6.71)
Le autofunzioni di h¢ sono autofunzioni di P e quindi o sono pari o sono dis-

pari per 7 — —r. Possiamo quindi costruire con gli orbitali 1s di base solo una
combinazione pari e una dispari, cioe

0) =
)

14) +[B)]
[14) = B)]

9)

|
) (6.72)

S-S
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ec

— — R)

ra=7——

TA 7 rB 2_,

— — R

TBZT_'_E
Ae Ri 0 Rp *B

R=R,— Ry

Figure 6.3

Infatti, tenendo presente le funzioni 14, abbiamo

P|A) =|B),
PIB) = |4) , (6.73)
per cui PIo) = [0)
Pl =—|) . (6.74)

Non ci rimane pit nessun coefficiente da variare e quindi |g) e |u) sono la migliore
approssimazione dei primi due stati elettronici della molecola H, .

Sappiamo inoltre che il rapporto dei due coefficienti vale 1 per |g) e —1 per
|u), ma non sono ancora normalizzati. Avremo

(0[0) = %(<A| +(B)(A) +1B)) = %(H 1+ (A[B) +(B|A)) = 1+ I(R) , (6.75)

dove I(R) = (A|B) ¢ l'integrale di overlap. Inoltre

11y =1—-I(R) , (6.76)
cosicché 1 {
CO = CO = 7C1 = —Cl = - . 6.77
AP eyoamrw B /2—2I(R) (677)
L’energia si calcola come
(glhe|g) (ul e u)
(R) = eu(R) = (6.78)
’ (glg) (ulu)

L’andamento e del tipo mostrato in figura 6.4. L’energia €,(R) presenta un
minimo che si trova al di sotto dell’energia corrispondente a quella dell’atomo
isolato (zero del grafico). Questo vuol dire che la molecola Hy nello stato [0) = |g)
¢ legata, per cui lorbitale |g) ottenuto come combinazione lineare con il segno +
di 2 orbitali atomici 1s ¢ detto stato legante o,1s.

Al contrario l'energia €,(R) non ha minimo, ¢ monotona decrescente (cioe
repulsiva a tutte le distanze), e si trova tutta al di sopra dell’energia dell’atomo
isolato. In questo stato la molecola non €& legata e se riuscissimo a portare
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€g,u — €l1s

€y — €1s

La differenza di energia

tra soluzione esatta e
approssimata si mantiene

’ piccola a tutte le distanze

Soluzione esatta

Figure 6.4

la molecola dallo stato fondamentale al primo stato elettronico eccitato, questa si
dissocierebbe immediatamente. L’orbitale |u) ottenuto come combinazione lineare
di 2 orbitali atomici con il segno — & detto stato antilegante o 1s.

Questo si capisce maggiormente considerando la densita di probabilita negli
stati ¥, e 1, data da [i,|* e [1,|? e la corrispondente densita elettronica p, =
—e|,? e p, = —elh,|* mostrate in figura 6.5.

Vg Vu

NP
&

¢
oe

|1hg]? [, |?

L 2 @ O O
A B A B
Figure 6.5

I caso di [¢),]? la densita di carica dei punti A e B ¢ maggiore della somma delle
densita dovute a due atomi isolati H ciascuno con carica —e/2. Questo eccesso
di carica negativa tra i protoni ¢ la causa del legame. Inoltre la probabilita di
trovare l'elettrone in mezzo ai due protoni e piu alta rispetto a quella di trovarlo
fuori.
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Nel caso di [¢),|* si trova invece un difetto di carica negativa tra i due
protoni e in questo caso non c’e legame. Inoltre la funzione d’onda ), ha un
nodo, cioe si annulla sul piano perpendicolare passante per il punto medio dell’asse
internucleare. La probabilita di trovare I'elettrone ¢ quindi minore della regione
internucleare e maggiore fuori.

Le due funzioni d’onda hanno simmetria cilindrica intorno all’asse internu-
cleare, il che discende immediatamente dalla loro espressione come combinazione
lineare di 2 orbitali 1s centrati sui 2 atomi.

Gli altri stati eccitati non avranno in generale simmetria cilindrica. Il fatto
che ’hamiltoniana elettronica abbia simmetria cilindrica implica solo che la dipen-
denza dei suoi autostati dall’angolo di rotazione ¢ intorno all’asse molecolare Z sia
del tipo €"™? con m intero.

Cosi come per un atomo di idrogeno gli stati elettronici si classificano, per quel
che riguarda le loro proprieta sotto rotazione, secondo il momento angolare ¢ =
0,1,2,... (s,p,d), cosi in una molecola biatomica la cui hamiltoniana ha simmetria
cilindrica gli stati di un elettrone si classificano secondo la proiezione del momento
angolare m = 0,+1,4+2, ... lungo l'asse (o, ,4,...).

I due stati molecolari costruiti a partire da due orbitali s hanno m = 0 e percio
sono stati o.

6.9.2 Uso del principio variazionale

Consideriamo le 2 funzioni di base |x1) = |A) e |x2) = |B). In base al metodo
variazionale dobbiamo risolvere ’equazione
det |Hn’n v EAn’nl =0 s (679)

dove Hi1 = (xa|H|x1), Haz = (x2|H|x2) e Hi2 = Ha1 = (x1]|H|X2)-
Chiamando H11 = €4, H22 — €g, € H12 = H21 = —t<R), (§ <X1|X2> = <X2|X1> =

S(R) avremo

ea—FE —t—FES|

t_BES ey E =0. (6.80)
Essendo €4 = eg = € troviamo

e— F —t—FES

4t BS c—E =0, (6.81)

da cui otteniamo
(e—E)?—(—t—ES)?*=0
E(l-S)=c+t  Ei={%, (6.82)
El+S)=€e—t B, =t

e—E=4(-t—ES) —

che sono proprio le energie ottenute precedentemente: ¢, = Ey e ¢, = F;. Sos-
tituendo queste soluzioni nel sistema

2
> eHuw — EAy) =0, n'=1,2, (6.83)
n=1

si ottengono anche i coefficienti ¢, c% e cl, ck.
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6.10 Idrogeno molecolare H>

Le funzioni d’onda elettroniche per sistemi molecolari contenenti molti elettroni
possono essere costruite dagli orbitali molecolari ad un elettrone (metodo degli
orbitali molecolari).

Nel caso di H, gli stati piu bassi si possono costruire dagli orbitali v, e 1y
di Hy . Poiché la funzione d’onda deve essere antisimmetrica possiamo avere le 4
combinazioni:

¢a(1,2) = ¢4(1)94(2)[0,0) ,

65(1,2) = 6,(1)6,(2)0,0)
1
60(1,2) = = [6,(10u(2) + 6,(20u(1)] 0,0) (6.80)

1
0(1.2) = = [8,(16u(2) — 6,26,(1)] 0 01> |

¢4(1,2) descrive 2 elettroni con spin opposto ciascuno occupante 1'orbitale legante
¢4. Ciaspettiamo quindi che questa funzione d’onda rappresenti il livello di energia
piu basso, cioe lo stato fondamentale di Hy. L’energia sara

Ey= / ¢ Hea dridrs | (6.85)

Una migliore approssimazione dell’energia di stato fondamentale di H, puo
essere ottenuta usando nel metodo variazionale la funzione di prova

¢Or = da+ A5, (6.86)

per cui si ottiene prima l’energia come funzione di A

_ fgzﬁi}HegzﬁT d?”ld?”g
fgb;wqu d?"ld?"g

E(\) (6.87)

e poi si richiede che 0E/OX = 0.
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Chapter 7

Molecole biatomiche omonucleari

Diciamo subito che per ottenere uno stato legato di una molecola la densita di
carica negativa tra i nuclei deve essere in "eccesso”. La densita di carica dipende
dall’overlap delle funzioni d’onda atomiche centrate su ciascun atomo e solo le
funzioni d’onda degli elettroni delle shell piu sterne degli atomi contribuisce
apprezzabilmente all’overlap. Questi elettroni sono gli elettroni di valenza.

Per queste molecole possiamo costruire la funzione d’onda elettronica completa
a partire dagli orbitali molecolari ad un elettrone. Questi a loro volta possono
essere costruiti all’approssimazione LCAO dagli orbitali atomici.

Usando un orbitale atomico centrato su ciascun atomo gli orbitali molecolari
di singolo elettrone sono dati da

Ggu(1) = Ngu(D)[ta(ra,) £ wp(rs,)] (7.1)

dove u, € uy sono orbitali atomici. Per analizzare la natura degli orbitali molecolari
in una molecola biatomica ¢ utile disegnare un diagramma di correlazione che
mostra qualitativamente le energie relative degli orbitali in funzione di R. Questi
diagrammi danno sia il limite di atomo separato che il limite di atomo unito con
la regione intermedia corrispondente a R ~ Ry, la distanza di equilibrio. Le regole
per questi diagrammi sono:

1. Orbitali molecolari con un dato valore di A (proiezione del momento angolare
elettronico sull’asse internucleare) devono connettersi con orbitali atomici
che hanno lo stesso valore di A.

2. La parita della funzione d’onda (g o u) deve conservarsi quando R va da 0
a 00.

3. Bisogna rispettare la regola di Neumann-Wigner: curve corrispondenti ad
orbitali che hanno la stessa simmetria non si incrociano.

e Per la molecola Hej la configurazione sara (01s)?*(o*1s). La combinazione
di un orbitale legante e di uno antilegante con lo stesso limite di atomi
separati porta ad una repulsione netta piccola. Nel presente caso, con 2
orbitali leganti e uno antilegante 1’effetto ¢ uno stato debolmente legato.
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3d

3p

2s

1s

3ds,

3d7‘(’;
3doy,
2pmy,
2poy,
3s 3s0y
1
o, g (comb. 3s)
2s0
2po
- 5 2s
504
1soy
1so;,
1s
1soy
1soy,

R=0 R — o0
ATOMO UNITO ATOMI SEPARATI

Molecola He,. In questo caso la configurazione sard (o1s)?(0*1s)?. Lleffetto
netto e repulsivo e in questa approssimazione non esiste uno stato fonda-
mentale stabile.

Molecola Liy. L’atomo di litio ha la configurazione 1522s. Le funzioni d’onda
dei due elettroni nella shell k si sovrappongono poco quando si considera la
molecola Lis. Il legame ¢ dovuto principalmente ai 2 elettroni di valenza
negli stati 2s. Lo stato fondamentale avra la configurazione (02s)? ed &
stabile.

Molecole Be,. per lo stesso motivo il legame e dovuto ai 4 elettroni di
valenza negli stati 2s. La configurazione ¢ (02s)%(0*2s)? e quindi lo stato
fondamentale non e legato in questa approssimazione.

Molecola By. Il boro ha la configurazione 1s22s?2p. Gli elettroni di valenza
sono 3. Di nuovo gli orbitali s si sovrappongono poco e la configurazione di
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legame ¢ (02p)? (complessivamente (02s)%(0*2s)?(02p)?.

Molecola Cs. 11 carbonio ha la configurazione 1s%2s22p?. L’orbitale moleco-
lare sara dato dalla sovrapposizione, prevalentemente, degli orbitali 2p. La
configurazione di stato fondamentale e

(042p)*(mu2p)®  [(025)*(0725)*(042p)* (mu2p)?] - (7.2)
La molecola di carbonio contiene 2 orbitali leganti separati o,2p e m,2p.

Molecola O,. L’ossigeno ha configurazione 1s?2s?2p*. Per cui avremo 6
elettroni e quindi la configurazione

(025)(0%25)*(042p)? (72p.)* (72p, ) (72p)? . (7.3)
Complessivamente lo stato fondamentale e legato.

Molecola Nay: 15%25*2p%3s!. Come sempre gli elettroni di core (quelli nelle
shell pit interne) hanno funzioni d’onda che si sovrappongono poco e che
quindi contribuiscono poco al legame. L’elettrone di valenza e uno solo per

cui la configurazione sara
(0,35)° . (7.4)
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Chapter 8

Molecole biatomiche eteronucleari

In una molecola biatomica eteronucleare gli atomi A e B sono diversi. L’hamiltoniana
non e simmetrica dello scambio di A e B e non ¢’e simmetria per riflessione rispetto
al punto medio dell’asse internucleare. Quindi

ea = (Al|4) # (BIir|B) . (8.1)

(supponiamo €4 < eg). Possiamo ancora usare ’approssimazione LCAO (con un
solo orbitale per atomo) per costruire gli orbitali molecolari e scrivere

10) = ¢4]A) + ¢%|B)
{I1> = cy|A) + cg|B) (8.2)

Ma non avendo a disposizione criteri di simmetria, dobbiamo usare il metodo
variazionale.

Diversamente dall’ ;™ nel caso eteronucleare non possiamo prendere un solo
orbitale s per atomo. In una molecola reale almeno uno dei 2 atomi non e
idrogeno e ha orbitali in valenza s e p vicini in energia. Consideriamo quindi €4
e eg come parametri la cui dipendenza da R non conosciamo in modo esplicito
(anche per R — 00 €4 e € devono tendere ai valori dell’atomo isolato e ¢ dovra
tendere a zero).

Supponiamo che i due orbitali siano ortogonali, cioe S = 0. Il principio
variazionale ci dice che

ovverosia

‘:o, A=E. (8.4)

Avremo

€A+ € €q — € 2
N _aten t2+(A B) e

€A+ € €qQ — € 2
)\1:%_’_ t2—|—(A2B> — ¢
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Avendo supposto €4 < eg otteniamo in generale uno stato legante con \g < €4 e
coefficienti dello stesso segno ma |¢%| > |c%| cioe con pilt peso sullo stato |A), che
€ piu basso in energia, e uno stato antilegante con autovalore A\; > eg e coefficienti
di segno opposto con |ch| > |¢}], cioé con pilt peso sullo stato |B), pit alto in
energia.

Per t — 0, cioe quando I’elemento di matrice dell’hamiltoniana fra stati A e B
(fuori diagonale) e nullo, il che succede quando gli atomi sono molto distanti (o le
funzioni d’onda si sovrappongono poco per qualche altro motivo) si ha

MN—es C4Q=1 C%=0 (8.6)
A —eg Ch=0 Cr=1" '
Non si crea legame e la soluzione restituisce i due atomi isolati. In effetti, affinché
si vada in questa direzione, poiché

€A+ € e—e2e+€ 6—62
A= DT iy (ATE) ATy 1y (AT2)

quello che conta non ¢ che t sia piccolo in valore assoluto, bensi in rapporto alla
differenza di energia |e4 — €p|.
Quindi, se vale

les — ep| > 2t | (8.8)

ovvero la distanza In energia tra i due stati ¢ maggiore o molto maggiore dell’elemento
di matrice dell’hamiltoniano che li connette non succede quasi niente (niente
legame e i due stati molecolari tendono ai 2 atomi isolati).

COVALENTE

€A 2 €EB

PREVAL.
COVALENTE

€B

Se invece i due stati sono vicini in energia anche un elemento di matrice piccolo
e sufficiente a provocare un’interazione. Consideriamo la separazione AFE fra
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stato legante e stato antilegante:

2
€A —€B

= (8.9)

AE:)\l—)\0:2t\/l+

1. Atomi uguali: €4 = eg — AF = 2t. Il legame ¢ perfettamente covalente
e lo splitting € una misura diretta dell’interazione fra i due atomi.

2. Atomi diversi: €4 # eg. Lo stato molecolare legante non e perfettamente
covalente e la sua carica ¢ spostata verso ’atomo con energia piu bassa
e (Popposto succede per lo stato antilegante). Questa volta lo splitting e
dovuto non solo all’elemento di matrice ¢, ma anche alla differenza di energia
frai due atomi. Se questa differenza e dell’ordine di 2¢ o piu piccola il legame
¢ ancora fortemente covalente.

I due elettroni, andando ad occupare il livello piu basso, sono messi in comune
in un orbitale che combina col segno + i due orbitali atomici di partenza, anche
se in misura ineguale. Se invece |e4 — eg| > 2t i livelli molecolari legante e
antilegante sono molto distanti e il legame non e covalente. Si tratta dei livelli
dei 2 atomi isolati appena perturbati dalla presenza dell’elemento di matrice ¢.

PREVAL.
IONICO

€B

Figure 8.1: In queste condizioni i due elettroni vanno ancora ad occupare lo stato
molecolare pit basso, ma la situazione e di tipo prevalentemente ionico. Somiglia
piu ad un atomo A che acquista un elettrone diventando A~ a spese dell’atomo B
che lo perde diventando B™.

Se gli atomi sono piu di 2 la procedura e

1. Contare gli elttroni di valenza da sistemare.

2. Determinare il numero minimo N, di orbitali necessari a descrivere gli
elettroni di valenza.

3. Al posto di un singolo orbitale per atomo possiamo utilizzare orbitali ib-
ridi, cioe orbitali ottenuti dalla combinazione di orbitali atomici con diverso
valore del momento angolare (ad esempio s p).

4. Impostiamo il problema secolare Ny, X Ny, e sfruttiamo al massimo la
simmetria per ridurre le dimensioni del problema secolare.
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8.1 Dimero omopolare

Nel caso di un dimero omonucleare come H, abbiamo visto che I’hamiltoniana
¢ invariante sotto lo scambio dei 2 nuclei A e B, cioe e invariante per ¥ — —r.
Quindi A° commuta con l'operatore di parita

[he, P =0 (8.10)

Quindi ~° e P hanno lo stesso insieme di autostati h|a) = e.|o) ¢ Pla) = Pya).
L’operatore P conserva la norma degli stati elettronici per cui P, = e*=. In-
oltre, poiché P2|a) = |a), si ottiene P2 = e2¢= = 1 per cui ¢, = mm con m
intero. Ci sono 2 valori indipendenti di m che sono m = 0,1,.... La simmetria
dell’lhamiltoniana sotto parita classifica i suoi autostati in 2 famiglie, quelli con
P, =1 che sono pari (vanno in se stessi applicando ¢), gerade |a,), e quelli con
P, = —1, che sono dispari, ungerade |a,).

Stati elettronici |oy,) e |ov,) sono ortogonali (a,|a,) = 0 e inoltre I'elemento di
matrice di A tra questi stati & nullo <ag|ﬁe|au> = 0, poiché I’hamiltoniana non puo
connettere stati con diversa parita.

In una molecola biatomica, se sviluppiamo gli autostati di he in una base
LCAO di stati dei 2 atomi isolati e poi tronchiamo lo sviluppo tenendo solo Ny,
orbitali per atomo, otteniamo un problema secolare 2N, X 2N,,. Utilizzando la
simmetria possiamo ridurlo a due problemi Ny, X Ny, uno per gli stati |oy) e
|a,). Se poi Ny, = 1 la simmetria ¢ sufficiente a fornire direttamente autostati e
autovalori di h¢.
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Chapter 9

Trimero omopolare

Consideriamo 3 atomi monovalenti che formano una molecola triatomica. Sup-
poniamo che nella posizione di equilibrio questi atomi occupino i vertici di un
triangolo equilatero. L’hamiltoniana he di questa molecola ¢ invariante per ro-
tazioni di 27/3 attorno all’asse perpendicolare che passa per il suo centro. Dire
che ’hamiltoniana ¢ invariante per rotazione intorno all’asse equivale a dire che
essa ¢ invariante per rotazioni della coordinata elettronica 27/3 o —2m/3 intorno
all’asse. Sia }?igw /3 V'operatore che effettua questa rotazione. Si avra

[h¢, Romys] = 0, (9.1)

per cui h® e Ryr/3 possono essere diagonalizzate simultaneamente.

Sia o) un autostato di h¢ con autovalore e,: h¢ja) = eya). Questo sard
autostato di RQﬂ/g con autovalore p, : Rz,r/3|oz> = pala). Rzﬂ-/g € un operatore
unitario per cui p, = €'*>. Applicare 3 volte 'operatore di rotazione equivale a
riportare la molecola nella configurazione iniziale , cioe

2
Pl =eB =1 = ¢, = 3MT 7 pa= 1, ex2m/3 (9.2)

Anche qui ci sono solo 3 valori indipendenti di m = 0,41 che classificano gli
autostati di A in base alle loro proprieta sotto la rotazione di 27/3. Avremo
quindi |@m=o), |@m=1), |@m=—1). Stati con m diverso sono ortogonali (c,|a,) =
5mm’a e l'elemento di matrice dell’hamiltoniana tra stati con m diverso ¢ nullo:
(| h|am) = €mbmms-

Se ora prendiamo come base LCAO minima quella composta da un solo orbitale
s per atomo possiamo determinare autovalori e autovettori di h¢. Siano [1),]2), |3)
i tre orbitali s che supponiamo essere ortonormali. Avremo e = (1|h¢|1) =
(2|he|2) = (3|h¢|3) giacché gli atomi sono identici e inoltre —t = (n|h¢|n’) sono
anche uguali perché gli atomi sono uguali ed equidistanti. I tre stati molecolari
possono essere costruiti formando opportune combinazioni lineari dei 3 orbitali

atomici, per cui avremo:
la) = e1|1) + 2|2) + ¢3]3) (9.3)
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con ¢y, o, c3 in generale complessi. Ciascuno stato |«) deve essere autostato di
Rzﬂ-/g, cioe

> 12mm /3

Rorjsla) = e Bla) (9.4)

con m = 0, +1. Esplicitando i tre coefficienti ¢y, o, c3 in termini di modulo e fase
avremo
= A1 ey = Aye® | g = Age'®™ | (9.5)

cosicché
1

VAT + A2+ A3

Applicando l'operatore RQW/g ad |a) si ottiene R2w/3|0z> = e?™/3|q). Affinché
valga questa condizione A}y = Ay = A3 =1efly— 0, = %mﬂ els—0, = —%mw. A
meno di un fattore di fase inessenziale, possiamo scrivere

o) = L e2vmm/3 o 2umm/3
o) ﬁ(|1>+ 12) + 13)) . (9.7)

Solo 3 valori di m = 0,41 danno luogo ad autostati distinti. In questa base he
¢ diagonale. Per conoscere esplicitamente gli autovalori dobbiamo moltiplicare
h;; per i 3 autovettori o). Prima pero possiamo subito dire una cosa importante.
Gli stati |o) con m = =£1 sono uno il complesso coniugato dell’altro. Poiché
I’hamiltoniana elettronica in assenza di campo magnetico e reale, questi stati sod-
disfano la stessa equazione di Shroedinger con lo stesso autovalore e quindi sono
degeneri. Gli autovalori saranno

) = [A1e|1) + Ape’™|2) + Aze'®(3)] . (9.6)

e —t —t 1 o 1
—t € —t ermr/3 ) = (e — 2t cos ) ermn/3 | (9.8)
—t —t € 6—22m7r/3 e—21m7r/3
per cui avremo
cg=€¢—2t, € =€_1=¢€+1, (9.9)

e infatti gli stati con m = +1 sono degeneri.
L’autovalore piu basso di tutti corrisponde a m = 0, cioe all’orbitale molecolare

1
lag) = ﬁ

cio¢ alla combinazione completamente simmetrica dei 3 orbitali atomici 1), |2), |3).
Per rotazioni di 27/3 rimane inalterato ed € in un certo senso la generalizzazione
dell’orbitale legante della molecola biatomica omonucleare (il fatto che sia ¢y =
e — 2t & dovuto al fatto che ogni atomo ha 2 vicini e non 1 solo come nel dimero).

Gli altri due stati hanno simmetria pitt bassa e per rotazioni di 27/3 vengono
moltiplicati per un fattore di fase e*2™/3. Immaginando che i parametri € e ¢
tengano conto sia dell’effetto del campo nucleare che del campo medio di Hartree,
dobbiamo sistemare i 3 elettroni nei vari orbitali molecolari in accordo al principio
di Pauli. I primi due vanno nello stato piu basso in energia |ag) e il terzo puo

(1) +12) +13)) , (9.10)

o8



essere sistemato indifferentementel in uno dei 2 orbitali degeneri, mentre 1’altro
rimane vuoto.

In effetti in un trimero omonucleare reale la configurazione non ¢ quella di un
triangolo equilatero. Infatti la degenerazione che deriva da questa configurazione
rende la molecola instabile. La configurazione equilatera e di equilibrio, ma equi-
librio instabile e corrisponde ad un massimo dell’energia. La configurazione vera e
quella isoscele che rimuove la degenerazione, per cui 'elettrone occupera il livello
pitt basso dei 2 (effetto Iahn Teller).
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Chapter 10

Catena di /N atomi chiusa su se stessa con
1 orbitale per atomo

In una catena lineare di N atomi disponiamo ciascun atomo su un vertice del
poligono regolare che rappresenta la catena. Questa volta I’hamiltoniana elettron-
ica h¢ ¢ invariante per rotazioni di 27 /N intorno all’asse perpendicolare che passa
per il centro del poligono. In questo modo he¢ commuta con I'operatore di rotazione

Ror/n:
[ES,R%/N} -0, (10.1)

per cui gli autostati di A° saranno anche autostati di Ryr/n con autovalori e2mm/N

con N 1
m=0,%+1,+2 ... +——= N dispari ,
2 (10.2)

N
m:O,:tl,:i:2,...,j:§ N pari .

Usando una base LCAO minima di un orbitale s per atomo e indicando tali orbitali
con [n), n =1, ..., N, gli orbitali molecolari saranno opportune combinazioni lineari
di questi orbitali atomici. La simmetria sotto rotazione permette di determinare
immediatamente tutti gli autovettori he che saranno

1 Y 2vmnm /N
) = |am) = ﬁ;e Nny . (10.3)

Questi orbitali molecolari diagonalizzano he. Di nuovo abbiamo che orbitali con
diverso m sono ortogonali e (cyy|h¢|or) = €pOmny. L'orbitale corrispondente a m =
0 ¢ la combinazione totalmente simmetrica degli orbitali atomici |n) e rappresenta
la generalizzazione dell’orbitale legante del dimero omonucleare. Va notato
che per N pari lo stato corrispondente a m = N/2 ¢ la combinazione a segni
alterni degli orbitali atomici|n) e rappresenta in un certo senso la generalizzazione
dell’orbitale antilegante del dimero omonucleare.
Gli autovalori €, saranno:

1 2om(n—n')7/N /, I\ e
€, — N;Ze (n'|h¢|n) . (10.4)
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Occorre quindi conoscere gli elementi dell’hamiltoniana elettronica tra gli orbitali
atomici |n) e |n/). Mentre nel caso con 3 atomi ogni atomo aveva elementi con
gli altri due e tutti gli elementi fuori diagonale erano uguali e pari a —t, qui ci
possono essere elementi di matrice sia con atomi primi vicini, che con secondi
vicini, etc. Indicando con € gli elementi diagonali, che sono uguali perché gli
atomi sono identici, e con —t gli elementi fuori diagonale fra atomi primi vicini,
cioé |n —n'| = 1 e con —t” fra secondi vicini, cioé |n — n'| = 2,... si avra che
t' > t" > t" > ... poiché le funzioni d’onda degli orbitali atomici vanno a zero
esponenzialmente.

Quando ci si allontana dall’atomo (e quindi gli elementi di matrice h,,, diven-
tano sempre piu piccoli man mano che si considerano atomi piu distanti) avremo
che gli autovalori €,, saranno dati da

2mrm 4dtm
- — — . 10.5
LR VLY (105)

€m = € — 2t cOs

da cui si vede che l'orbitale molecolare con m = 0 ¢ non degenere, mentre quelli
relativi a +m sono degeneri.

Se consideriamogli elementi di matrice solo fra atomi primi vicini avremo che
le energie saranno date semplicemente da

2mm

(10.6)

€m = € — 2t cos

Le energie vanno da € — 2t a € + 2t se N e pari e fra ¢ — 2t a € — 2t cos MN_D per

N dispari (che si avvicina al valore € + 2t al crescere di N).

Lo stato piu basso in energia ¢ lo stato con e—2t e quello piu alto lo stato con e+
2t. Fra questi due valori di energia, al crescere di NV, si addensa un numero sempre
maggiore di livelli. Basta quindi avere una sovrapposizione non trascurabile fra
atomi primi vicini affinché tutti gli orbitali molecolari siano estesi all’intera
molecola e livelli energetici si distribuiscano nella banda di energia (e—2t, e+2t).

Se gli atomi sono monovalenti allora dobbiamo sistemare in totale N elet-
troni negli NV orbitali molecolari rispettando il principio di Pauli. Quindi meta
degli orbitali molecolari sara completamente occupata, mentre la restante sara
completamente vuota.
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10.1 Benzene

Il benzene ha struttura esagonale. Secondo il metodo precedente possiamo costru-
ire i sei orbitali molecolari come

1
|Qtm=o) = %[IU +12) +3) + 14) +15) +[6)]
‘am:1> — i6 [|1> + 6z7r/3|2> + €2z7r/3|3> - |4> + 64m/3‘5> + 65”‘—/3’6” ’
|am:—1> - ’Oim:1> ) (107)
‘am:2> _ % [|1> + 62m/3|2> + e4z7r/3|3> + |4> + eSm/3|5> + 61017r/3|6>] ’
’Oém——2> = ’am—2>* )
1
lam=s) = —=[11) = [2) +|3) = [4) + [5) — 6)]
€+ 2t —+
€+t
O__
€e—11
€ — 2t
| | | | | | |
[ [ [ [ [ [ [
-3 —2 -1 0 1 2 3

Figure 10.1: I cerchi sono i livelli energetici della molecola ciclica esagonale con
un orbitale per atomo, nell’ipotesi in cui trascuriamo tutti gli elementi di matrice
che non siano primi vicini (approssimazione tight-binding a primi vicini).

Nel caso del benzene la situazione ¢ diversa poiché non abbiamo un solo atomo
per vertice, né un solo orbitale per atomo. Il benzene CsHg € composto da 6 unita
CH, 12 atomi in totale. Il carbonio ha la configurazione elettronica 1s22s22p?.
L’idrogeno e ovviamente 1s. Supponendo che gli orbitali del core 1s del carbonio
non partecipano in modo apprezzabile alla formazione di orbitali molecolari,
scegliamo come base LCAO minima per ogni unita C'H gli orbitali di valenzadel
carbonio (1 orbitale 2s e orbitali 2p) e l'orbitale 1s dell’idrogeno, cioé in totale 5
orbitali per ogni unita C'H.

Al posto dei 4 orbitali 2s e 3p possiamo usare i 3 orbitali ibridi sp? e l'orbitale
p.. Abbiamo in totale 30 orbitali atomici , 5 per ogni unita C'H. I 30 orbitali
molecolari che diagonalizzano 'hamiltoniana elettronica sono combinazioni lineari

63



H
Figure 10.2: Molecola di benzene.

dei 30 orbitali atomici. Ciascun orbitale molecolare puo ospitare 2 elettroni. Non
vogliamo diagonalizzare una matrice 30 x 30 e grazie all’'uso della simmetria possi-
amo ridurre il problema 30 x 30 in 5 problemi 6 x 6. Innanzitutto conviene prima
combinare gli orbitali atomici dello stesso tipo (tutti gli «, tuttii 3, ete.) in modo
da formare orbitali molecolari intermedi |M) che non sono ancora autostati
di 7°, ma sono autostati delle operazioni simmetria esagonale. Conviene quindi
formare i 5 tipi di orbitali molecolari

1 - 2emm /6]
| M;(m)) = %;6 1) (10.8)

dove j = «, 8,7, P, h.

Ogni tipo di orbitale ne rappresenta in realta 6, uno per per ogni valore
di m = 0,%1,+2,3, per cui in totale saranno 30 e tutti autostati delle ro-
tazioni multiple di 27/6 intorno al centro dell’esagono. FEssendo autostati
dell’operatore di rotazione, orbitali con m diverto sono ortogonali e elementi
di matrice dell’hamiltoniana fra stati con m diverso sono nulli:

(M;(m)|M;(m')) = G Si(m) |

A , (10.9)
(M;(m)|h|M;(m)) = Sy Hij (M)

peri,j = a, 3,7, P,h. Abbiamo quindi 5 problemi 6 x 6 da risolvere. Per risolverli
facciamo un po di approssimazioni:

1. prendiamo tutti gli orbitali atomici ortonormali tranne gli overlap

Saﬁ = <CY1|51> e simili )

10.10
Syn = (71|n1) e simili ; ( )

2. per I'’hamiltoniana oltre agli elementi diagonali del tipo
& = (inlhlin) . i=0a,8,7,Ph, (10.11)
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Orbitali ibridi sp?

4!
Qe o Be b1 Y6
V2
a5 a2 Bs B2
V5
Oy ag B4 B3 V3
Y4

3 orbitali ibridi sp? su ciascun atomo di CARBONIO

hy
1 orbitale p, he hao
P> su ciascun atomo 1 orbitale s
di CARBONIO su ciascun atomo
(visto dall’alto) di IDROGENO
h'5 h3
Dy

prendiamo diversi da zero gli stssi elementi presi diversi da zero per gli

overlap:
€ap = (1|h]B1) = —tcc, e simili
€yn = (M1]h|h1) = —tems e simili (10.12)
Epp — <P1|iL’P2> = —f}ppw e simili .

Avremo quindi le matrici S e H mostrate in figura 10.3. Notiamo che gli orbitali

S H

a B 7 P h Q 15} 8l P h
1|55 0100 | €apy | —tocs| () 0 0
B1Sas 1000 8l oo € . 0 0
” 0110 |sn cco | CaBy
J2 0 0/1 0 Y0 0 |€aBy 0 —tcHo
hiolO0 Syn| 0|1 Pl 0 0 0 €P—2tPPﬂ-COSQ 0

h 0 0 —tcHo 0 €n
Figure 10.3

occ e ooy danno luogo a legami covalenti completamente localizzati fra le coppie
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di atomi primi vicini coinvolti nel legame. Il legame mc¢ coinvolge tutti e sei
gli atomi di carbonio e da luogo ad una funzione d’onda delocalizzata su tutto
I’anello del benzene.

Sistemiamo ora i 30 elettroni. I livelli sono mostrati in figura 10.4

TCoC \H///{//_

gcc

OCH

Figure 10.4
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Chapter 11

Spettri molecolari

L’energia di una molecola che si trova nello stato a specificato dai numeri quantici:
1. 2 =numero quantico elettronico,
2. m =numero quantico vibrazionale,

3. k =numero quantico rotazionale,

Emk = Ef(Ro) + EV + ER (11.1)

dove .
By = hw +=1,
Y (” 2) (11.2)
Er=Bk(k+1),

con B = h?/(2uR3) costante rotazionale. In approssimazione di dipolo elettrico,
I’ampiezza di transizione per l'assorbimento o ’emissione di radiazione ¢ pro-
porzionale all’elemento di matrice dell’operatore di dipolo elettrico D:

i J

dove R; sono le posizioni dei nuclei e 7} le posizioni degli elettroni. L’elemento di
matrice diagonale di D nello stato a:

Daa = (¥a| D|tha) (11.4)

e il momento di dipolo elettrico permanente della molecola.

Molecole biatomiche omonucleari non hanno momento di dipolo elettrico per-
manente giacché le funzioni d’onda v, sono autostati della parita e D connette
stati di parita opposta.

Le molecole eteronucleari hanno invece un valore non nullo di ﬁaa, hanno cioe
un momento di dipolo elettrico permanente, poiché esiste un eccesso di carica
associato con uno dei nuclei. Poiché i moti rotazionale e vibrazionale con-
servano la simmetria della molecola, gli elementi di matrice di D tra differenti
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stati vibrazionali o rotazionali (ma in un dato stato elettronico) devono essere
nulli per molecole omoonucleari simmetriche. Di conseguenza le molecole
omonucleari simmetriche non hanno spettro rotazionale o vibrazionale senza una
transizione elettronica.

Al contrario, molecole con un momento di dipolo elettrico permanente,
come HCY, hanno spettri corrispondenti a transizioni rotazionali e vibrazionali
senza cambiamento nello stato elettronico. Le regole di selezione sono

o Ak =+1se A =0 (A &il modulo della componente del momento angolare
elettronico lungo ’asse internucleare.

o AM; =0,=+l.
e Se A # 0 possiamo avere Ak =0, £1.

Questo e dovuto al fatto che, sebbene il fotone assorbito o emesso porta una unita
di momento angolare, il momento angolare dovuto alla rotazione nucleare puo
cambiare senza che cambi il momento angolare totale, ammesso che il momento
angolare elettronico fa un cambiamento uguale ed opposto.

Lo spettro puramente rotazionale di una molecola biatomica consiste di
linee nel lontano infrarosso e nella regione delle microonde. Le frequenze di
queste linee sono date da

hvgiig = Er(k+1) — Eg(k) = B[(k + 1)(k +2) — k(k+1)] = Blk* + 2+ 3k — k* — k] ,

th+1,k = 2B<k§ + 1) .
(11.5)

11.1 Transizioni vibrazionali

Le transizioni vibrazionali possono capitare se I’elemento di matrice

¢ non nullo. E(R) ¢ l'elemento di matrice dell’operatore di dipolo elettrico come
funzione della distanza internucleare R. 1), sono le autofunzioni dell’oscillatore
armonico. Sviluppando D(R) intorno a Ry otteniamo
dD(R)
D(R) = D(Ry) + —=— R—Ry)+ ... 11.7
(R)=D(Ro)+ 22| (R = Ro) (1L7)
Trascurando i termini del 2° ordine in quanto I’ampiezza delle vibrazioni e piccola
in confronto a Ry abbiamo

Dy = (w[(R = Ro)|thn) - (11.8)

Poiché R connette stati di parita opposta, avremo che D, € non nullo ammesso
che An = £1. In realta possono esserci anche transizioni con An = +2,+3, ma
sono molto meno intense.

Per una molecola in uno stato ¥ (A = 0) la transizione vibrazionale ¢ accom-
pagnata da una transizione rotazionale con Ak = +1.
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e Le transizioni n — n + 1 con Ak = +1 formano la branca R.
e Le transizioni n — n + 1 con Ak = —1 formano la branca P.
Le frequenze di queste linee sono date da

ho® = Emn+1,k+1) — E(n, k) =2B(k+1) + hwy branca R,

b ) (11.9)
hw' =FEn+1,k—1)— E(n,k) = —2Bk + hwy, branca P .

Entrambe le branche formano la banda roto-vibrazionale che e nella parte
inferiore dello spettro.

k
v 4
3
n=1-¢ 2
1
\ 0
( Pa_
Y R(3) P(3) :

"= R(2) P(2)
RO P(1) :
0

R(0)
2B/h AB/h

P(5) P(4) P(3) P(2) P(1) wo R(1) R(2) R(3) R(4) R(5)

Figure 11.1: Misurando la separazione tra le righe si puo calcolare B e da questo
Ry essendo B = h/(2uR3).
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