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Tema 1

Sul redshift gravitazionale delle linee
spettrali

Traccia: Derivare e discutere il redshift gravitazionale delle linee spet-
trali

Consideriamo 'intervallo di tempo proprio dT" fra due clock di un orologio. In
un sistema di riferimento in cui l'orologio ¢ fermo possiamo scrivere:

dT = %\/—goo(x“)d:co = gt . (1.1)

D’altra parte, in un sistema in cui l’orologio ¢ in moto scriveremo d1' come:
1
AT = = (—gudatdz’)"? . (1.2)
c

Ad ogni modo, l'intervallo di tempo proprio € comunque sempre lo stesso. La

quantita dT'/dt
ar 1 da dz”\ L3

dt_c(g’“’dt dt) ’ (13)
¢ denominata fattore di ritardo temporale. A causa di questo fattore la fre-
quenza di segnali registrata da un osservatore e diversa dalla frequenza di segnali
emessi dalla sorgente.

Consideriamo ora un campo gravitazionale stazionario. Dato che ¢ stazionario,
esiste sicuramente un vettore di Killing di tipo tempo. Allora, con un’opportuna
scelta del sistema di coordinate, la metrica puo essere resa indipendente dal tempo.

Consideriamo una sorgente di segnali luminosi S e un osservatore O localiz-
zati in punti differenti. Se la sorgente emette una cresta d’onda, quest’ultima
raggiungerd 'osservatore dopo un intervallo di tempo Az®. Sapendo che

ds* = goo(dxo)? + 2g0;da’da’ + gypdaida® =0, i k=1,2,3, (1.4)
poiché la luce si muove sul cono di luce, allora:
—goida’ + drt)? — edridak
Ax():/dxo:/ G0, 4T \/(90 ') Joogirdx'ax ’ (1.5)
goo

bt



o

Figure 1.1

dove l'integrazione ¢ calcolata sul cammino fatto dalla luce. La soluzione con il
segno + da
0

e corrisponde ad un segnale che, emesso da O, raggiunge S a x¢ = 0. La soluzione
con il segno — da
Az >0, (1.7)

e corrisponde ad un segnale che, emesso da S a zy = 0, raggiunge O dopo un
intervallo AzY.

Ora se § e O sono a riposo nel campo gravitazionale stazionario, 'intervallo di
tempo Az che la luce impiega per andare da S a O ¢ costante. Di conseguenza,
I'intervallo tra due creste d’onda emesse, Az? . sard uguale all'intervallo tra due
creste osservate Ax?_:

0ss”*

Azl = Ax0 . (1.8)

em 0ss

Il periodo delle onde emesse sara l'intervallo di tempo proprio della sorgente S,

cioe
ATy, = V —goo(mgm)AiUgm ; (19)

il periodo delle onde osservate sara l'intervallo di tempo proprio dell’osservatore

O:
ATy = V _goo(xgss)Axgss . (110)

Le corrispondenti frequenze saranno date da

S 1
o Afem ’ (1.11)
Voss = AToss )
€ avremo
Voss — Vem _ —goo(Tem) 1. (1.12)
Vem — goo(%bss)

Ora, se il campo e debole, ggg si riduce a

Joo = — (1 + 2—¢> , (1.13)



dove ¢ = —G'M /r ¢ il potenziale gravitazionale newtoniano. Sostituendo 'equazione 4.7
nell’equazione 1.12 otteniamo

oss ~ Pem 1 2 em 2 2 em 2 0SS
Voss — Vem _ %_M\/H 2 \/1_ O
Vem + 2¢0ss/ c c (1.14)
2(¢em - gboss) 1
N\/l_}_T_lNE((éem_(éoss) .

Ora, se il segnale ¢ emesso da una stella, allora avremo

|Gem| > Poss (1.15)
e, di conseguenza,
Yoss " Vem | (1.16)
Vem

cioe le linee spettrali osservate sono spostate verso valori di frequenze piu basse
(verso il rosso).

Se S e O sono in un campo gravitazionale descritto dalla metrica di Schwarzschild,
il rapporto Vegs/Vem vale:

1—2M
Voss _ [1=2M)r (1.17)

Vem —400 (mgss)

cosi se la sorgente si avvicina all’orizzonte degli eventi, allora v, — 0 e la fre-
quenza del segnale osservato tendera a zero, cioé scomparira nel buco nero.






Tema 2

Sull’equazione delle geodetiche per
particelle massive e a massa nulla

Traccia: Data la metrica di Schwarzschild:

2M 1
ds? = — (1 - _> a2 + 1_ 2M dr® + r?d6* 4 r? sin® 0d¢” (2.1)
. — oM

derivare le equazioni delle geodetiche per: 1) particelle massive; 2)
particelle di massa nulla e discutere i vari tipi di orbita.

Consideriamo la Lagrangiana £ definita come:

dx® 1 dx* dz”
¥ —) == *)—— 2.2

dove A ¢ un parametro scalare (di Lorentz) del moto (i.e. indipendente dalle
coordinate come per esempio ¢ il tempo proprio). Utilizzando le equazioni di
Eulero-Lagrange:
oL d oL
pr ey 0, (2.3)
v 0 (%)
mostriamo di seguito che, scegliendo £ come la lagrangiana definita nell’equazione (2.2),

otteniamo proprio le equazioni delle geodetiche. Procedendo al calcolo, dunque,
avremo:

oL _ 1 |dz*da” o (dx*dx” 1
T2 [ dn AT T T g Cax = UV uver 2.4
oxr° 2|:d/\ d)\gu, +g; +axa(d)\ d)\):| 9 Guv, ( )
(S
d _oC _1d ( de*  det\ _ d g
@ Cld (odede\ _d v
dAD (47)  2dA (9"” ax o dA) 5 (9500") = GovU"U” + g~
(2.5)



Sottraendo (2.5) da (2.4) otteniamo:

1 au”
_U#Uyg;wa - gouuU'uUV + Gor—1 = 0 )
2 ’ ’ d\
v 1 (2.6)
~ Yoy §U“U”[gg,,,# + Gopw — Guo) =0 .
Contraendo con —g*? otteniamo:
aue au®
achU . BTV — re BTV — 7 2.
5\ +g wUMU d/\—i—WUU 0 (2.7)

che rappresenta l'equazione delle geodetiche, dove I, sono i simboli di Christof-

fel:
1

Fa;w = 5(9:7“,1/ + Govp — gul/,a) . (2-8)

Scriviamo la Lagrangiana per la metrica di Schwarzschild:

L= % [_ (1 - ﬂ) £+ 12M 72 4 120 4 1 sin2(9)¢2] . (29
" o

r

(dove il punto ‘" indica la derivata rispetto a A: d/d)) e ricaviamo di seguito le
equazioni per t, ¢,0 e r.

1. L’equazione per ¢ ¢:

oL d oL d 2M\ . , cost

r

Ora, poiché la metrica di Schwarzschild ammette il vettore di Killing di tipo
tempo seguente:

—

0
- =& =1(1,0,0,0 2.11
at é‘t ( ) ) Y ) ) ( )
allora esiste una corrispondente quantita conservata:
2M Y .
9ap&i U’ = goo&lU° = — (1 - —) t = cost (2.12)
r
che ¢ 'energia:
2M .
— (1——)t:—E : (2.13)
’

2. L’equazione per gb e:

cost

@ [(72 sin? 9)2&] =0 > ¢= (2.14)

d\

Ora, poiché la metrica di Schwarzschild ammette un vettore di Killing di
tipo spazio

r2sin?6

0 _
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allora esiste una corrispondente quantita conservata:
gagfngB = g¢¢§§;U¢ = 72 sinz(é’)gz'ﬁ = cost , (2.16)

che puo essere interpretato come il momento angolare:

r2sin®(A)p = L . (2.17)
. L’equazione per 6 &:
g—g = r2sin(f) cos(h)p? = %(T29) = 270 + 120
Vi (2.18)
.. r . .
— 0= — 2 + sin(6) cos(6)¢? .

Dal momento che c¢’e simmetria sferica, la scelta degli assi polari ¢ arbitraria,
quindi scegliamo un sistema di riferimento tale che per A = 0 la particella ¢
sul piano equatoriale §(A = 0) = 7/2 e la sua velocita giace su questo piano:
Q(A = 0) = 0. Ebbene, questo € un problema di Cauchy e come tale la sua
soluzione deve essere unica. Quindi, se 6(0) = 7/2 & soluzione per A = 0,
allora

B(\) = 0(0) = g (2.19)
e soluzione sempre.

. Consideriamo ora ’equazione per 7 nel caso di particelle massive. In questo
caso vale la relazione U*U, = 1, per cui avremo:

2M . 1 . .
JapUUP = — (1 - —> 2+ [ %+ 1%0° + r? sin®(0)¢* =

T
2 o T (2.20)

T

da cui otteniamo

2 (1 _ %) (1 N L_Q) B (2.21)

r

Nel caso di particelle a massa nulla vale la relazione U*U, = 0 e otteniamo

per cui troviamo
L? 2M
e L (1_ _) _ B (2.22)
r

r
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Orbite di particelle a massa nulla

Discutiamo ora le orbite di particelle a massa nulla. L’equazione delle geodetiche
e

. E
b= g -
L
=13 (2.23)
_I
-2,
72 =E*~V(r),

dove il potenziale V' (r) e dato dalla seguente equazione:

V(r) = L (1 - %> : (2.24)

I
ed e disegnato in figura 2.1. Il potenziale assume il valore massimo Vyjax nel punto

Vi(r)

VMax

0 T
Figure 2.1
r=3M e vale:
L? 2 L?
— M) = 1—=] = —— . 2.2

Scriviamo anche I'equazione per ’accelerazione radiale 7

aviry, . 1adv(r)
T

Consideriamo ora i tre casi possibili seguenti

2 = —

(2.26)

12



1. E? > VMax.

Supponiamo che la particella arrivi da r = 400 con 7 < 0. L’equazione
72 = E? — V(r) ci dice che

72 >0 sempre . (2.27)

Quindi la particella supera la barriera e per r < ryiax viene accelerata verso
il centro con accelerazione negativa: cade, cioe, sul corpo centrale.

2. E* = Vyiax.

In questo caso la particella arriva alla distanza r = ryax dove 77 = 0 e, poiché
in questa posizione 7 = 0, essa rimane intrappolata su un’orbita circolare
instabile.

3. E? < VMax.

La particella arriva fino ad una distanza ry,, > ryax dove 7 = 0 e, essendo
7 > 0, inverte il suo moto e scappa all’infinito su un’orbita aperta.

Orbite di particelle massive

L’equazione delle geodetiche nel caso di particelle massive ¢

. E
t:l_w,
. L
¢>=ﬁ, (2.28)
i-T
2
P2 =E*-V(r),

dove stavolta il potenziale V() si scrive come:

V(r) = (1 - %) <1 + f—j) : (2.29)

cosicché per r — oo avremo V(r) — 1. Cerchiamo ora i punti stazionari risolvendo

aV/o = 0:
ov.  2M L? 2M 2172
_8r = gex <1 + ﬁ) + (1 — T) (—7) =0, (230)

le cui soluzioni sono date da

L+ LT 12MPL2
r= oM .

Ora se L? < 12M? non ci sono punti stazionari e il potenziale ¢ del tipo mostrato
in figura 2.2a. Quindi, una particella che arriva da +oo con L? < 12M? cade sul
corpo centrale.

Se, invece, L? > 12M? ma L? < 16M?, il potenziale ha un massimo e un
minimo in ry e r_ come mostrato in figura 2.2b. In questo caso sono possibili i
seguenti scenari:

(2.31)

13



Lfemmemmsmmemmems e L femmemmmsemae e,
VMmax
L? < 12M7 12M? < L? < 16 M
Vmin
o | :

Figure 2.2

E? > 1: la particella cade sul corpo centrale;
e E? = Vyax: la particella rimane intrappolata su un’orbita circolare instabile;

Vinin < E? < Vaax: la particella percorre orbite ellittiche;

o F? =V, la particella si muove su un’orbita circolare stabile.

Infine, se L? > 16M?, il potenziale ha la forma mostrata in figura 2.2¢c e gli
scenari possibili sono i seguenti:

e 2 > Vyax: la particella cade sul corpo centrale;
e E? = Vyax: la particella rimane intrappolata su un’orbita circolare instabile;

e 1 < E? < Vyax: la particella arriva fino ad una distanza ry,, > ry dove
inverte il suo moto e ritorna all’infinito;

o Voin < E? < 1: la particella percorre orbite ellittiche;

14



e E? = Vit la particella si muove su un’orbita circolare stabile di raggio r_.

Se L? = 12M? allora le due radici 7, e r_ coincidono:
rp=r_=6M,

e quindi non esistono orbite stabili per r < 6 M.
Se L — oo avremo

_L e LE (8 — 3M +
T om L2 oM L2 B

e quindi le orbite instabili esistono solo per: 3M < r_ < 6M.

15

(2.32)

— 3M

(2.33)
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Tema 3

Sulla deflessione della luce nelle vicinanze
di un corpo massivo

Traccia: Utilizzando le equazioni delle geodetiche per particelle di massa
nulla nella metrica di Schwarzschild:

. 1)
t= g
. L
¢:ﬁa
o (3.1)
QZE,
L? 2M
2:E2__ 1__
" r2 r ’

derivare e discutere il fenomeno della deflessione della luce nelle vici-
nanze di un corpo massivo.

Con riferimento alla figura 3.1 definiamo le seguenti variabili:
lim¢p=0,7+6,

r—00

3.2
limrsing =b . (3:2)
»—0

Quando la particella arriva dall’infinito avremo approssimativamente b ~ r¢ e
quindi possiamo scrivere ’equazione:

do b
e (3.3)
Esprimiamo ora b in funzione di L ed E:
dp dodr do L
N S N S Ve I
N drdy o dr =25
do n L n L
o T o) Tl o (3.4)
— b L
7

17
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Figure 3.1

Inoltre, affiché ci sia deflessione, occorre che siano verificate le condizioni seguenti:

E? < ¢ - E< L
27M? V2TM ' (3.5)

— b > V2TM = beye -

Se b e piu piccolo di b, allora il fotone e catturato dal corpo centrale.

Chiamiamo
1
u=- — ul¢=0)=0, ulp=nr+9)=0, (3.6)
r
cosicché avremo: i
¢ = 2= Lu? . (3.7)
Scrivendo, poi:
dr dr do¢ L 1, 5 ,
_— = = — L = —L .
I do d 0 U Lu u' (3.8)
ricaviamo 'equazione:
L*(W)? + L*u* — 2M L*u® = E* | (3.9)
che derivo rispetto a ¢:
L2 + 20w — 6 M L*u*u' =0 | (3.10)

18



e divido, infine, per 2u’'L? ottenendo la seguente equazione differenziale per la
variabile u:

LW +u—3Mu® =0 |, (3.11)
con le condizioni iniziali:
u(p=0)=0,
1 3.12

Se non c’e il corpo centrale, il raggio non e deflesso e possiamo scrivere I’equazione
piu semplice:

W +u=0, (3.13)
la cui soluzione e )
u(p) = 3 sing . (3.14)
Assumendo M/R < 1 (ad esempio M/R < (M/R)se ~ 1079), avremo che
2Mu®  3M
T« (3.15)
u r

e quindi possiamo cercare la soluzione perturbativamente. Poniamo dunque:

w=u® 4y

3.16

o 31
e riscriviamo l'equazione (3.11) come:

u' +u—3Mu®)?=0. (3.17)

Ora, poiché u(?) soddisfa 'equazione: (u(®)” + u(® = 0, avremo

3M 3M
(uM)" + ut) — TR sin =0 — (M) +uV) = W(l —c0s2¢) ,  (3.18)

la cui soluzione, con le condizioni al contorno precedenti, e

3M 1 4
ut) = 0 {1 + 3 cos(2¢) — 3 cos(¢)} : (3.19)

e la soluzione completa quindi e:

1 3M 1 4
= —si — |1+ 2¢) — - 2
u bsm(qb) + 2 { + 3COS( ?) 3cos(gb)} , (3.20)
e, poiché u(m + 0) = 0, possiamo ricavare I’angolo di deflessione ¢ come:
_é_‘_% 1+1+A_L —_é+%§—_§+%—o
b 202 3 3) b 223 b b2
(3.21)
AM
w0

19
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Tema 4

Sulla precessione del perielio di Mercurio

Traccia: Utilizzando le equazioni delle geodetiche per particelle massive
nella metrica di Schwarzschild:

. FE
t= g -
. L
¢:_27
; (4.1)
9'_77'
_2’

2M L?
7'“2:E2—(1——> (1+—2> :
T T

derivare e discutere il fenomeno della precessione del perielio.

Supponiamo che M/r < 1 e poniamo u = 1/r. Avremo:

b= Lu23—: 2 Z—;% =) =r'Lu? = —%U/LUQ =—Lu (4.2)
e quindi
L*(u)? = B* — (1 + L*u* — 2Mu — 2M L*u?) . (4.3)
Derivando rispetto a ¢ otteniamo:
2u'u" L = —2L%u'u + 2Mu' — 6 M L*u?u’ | (4.4)

e dividendo per 2u’'L? troviamo l'equazione differenziale la cui soluzione descrive
la precessione del perielio di una particella massiva (ad esempio la precessione del
perielio di Mercurio):

M 2
u/'—i—u—ﬁjLSMu =0 . (4.5)
Nel caso newtoniano 1’equazione si ricava dall conservazione dell’energia:

1 1 .
—mi? — fracmMr + —mr*¢* = cost |

2 2
X ; (4.6)
§L2(u’)2m — mMu + EmLQU2 = cost ,

21



dove m ¢ la massa della particella (e.g. il pianeta Mercurio), M ¢ la massa del
corpo centrale (e.g. il Sole), e (¢)? = L?/r*. Derivando rispetto a ¢ otteniamo:

M
L*'u"m —mMu +mL*u/ =0 — | v’ +u— 7= 01, (4.7)

che differisce da quella relativistica per il termine 3Mwu? tale che il rapporto
3Mu?/u = 3M/r < 1 & molto piccolo (che giustificherd pitt avanti la risoluzione
dell’equazione relativistica in via perturbativa). L’equazione (4.7) puo essere

riscritta come: "
M M
vo) Flem ) =0 e

la cui soluzione &

M
U=y = Acos(¢ — ¢o) , (4.9)
e ponendo ¢y = 0 troviamo
M L?A M
u= 73 <1+WCOS¢) zﬁ(l—i-ecos@ : (4.10)
dove: e = L2A/M. Tornando alla variabile r, la soluzione newtoniana diventa:
L? 1
r=————
M1+ecos¢’
L?1
Periastro: ¢ =0 — rp=— + e’ (4.11)
M
L?1—e
Apoastro: ¢ =71 — rA= o7 .

Risolviamo ora I'equazione relativistica perturbativamente, ponendo u = u(9) +
u) e assumendo u(®) = 22(1 + ecos ¢), cosicché avremo:

O ) O () % +3M (u® M) =0,

— "W 4 u® 4+ 3M ) + 3M (uM)? + 6MuOuD =0 |
— "W 4 3 @) =0,

3

M
— 'O 4 4 BF(l +ecos’ ¢+ 2ecosg) =0,

(4.12)

avendo usato il fatto che (u™")? e u(®u") sono di ordine superiore rispetto a (u(?)?2

e possiamo trascurarli all’ordine piu basso in teoria delle perturbazioni. Tenendo
solo il termine risonante in cos ¢ nell’ultima equazione (4.12) troviamo:

3

6M
u”(l) + u(l) +

i ecos¢p =0, (4.13)

che ha come soluzione

7 epsin ¢ , (4.14)

u

22



e quindi la soluzione completa e

=73

M 3M3 M 3M?2
uw=u® 4y = —(1+ecosq5)+?e¢singb =12 [1 + ecos ¢ + Feqﬁsinqb} .

Al primo ordine possiamo porre:

e riscrivere dunque la soluzione come:

u % |:1+eCOS <q§— 3%2¢)}

(4.15)

(4.16)

(4.17)

Ora, I'argomento del coseno passa da 0 a 27 quando ¢ passa da 0 a A¢ dato da:

2 3M?
Ap=—1-—
¢ T L2

3M?
N27T(1+ L2 ) y

(4.18)

cioe, quando il pianeta ritorna al periastro, questo risulta spostato dalla sua po-

sizione originale di un angolo pari a:

\‘ "‘»féﬁ%:
‘llll\;\;sa\\\\“

V\“

K

Figure 4.1: Orbita di Mercurio

23
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Tema 5

Sulla caduta di un corpo massivo in un
buco nero

Traccia: Descrivere il moto di una particella massiva che cade radial-
mente in un buco nero di Schwarzschild. Discutere il problema sia
dal punto di vista di un osservatore all’infinito, che di un osservatore
solidale con la particella.

Poiché la particella cade radialmente, le equazioni della geodetica sono:
0 ,gbﬁ — L=0,

t =

124> (5.1)

2
7%—E2_(1_M> <1+L_2>—E2_(1_%) )
r r r

Imponiamo ora che la particella sia a riposo all’infinito:

d oM
limd—T:0—>7":—\/E2—1+—%\/Ez—lzo, (5.2)
r—o00 AT T

cioe
E=1. (5.3)
Inoltre avremo:
dt B 1
dr 1-2M"
T (5.4)
dt B dt dr B dt [2M
dr —drdr  drV r
per cui
dt B 1 r
dr 1 =2\ oN1 7
r (5.5)
dr _
dr oM’

25



da cui, integrando, troviamo (vedi figura 5.1a):

o o y_ 2 3/2 _ 3/2
T(r) = /TOHQM dr _3\/W(TO T ) : (5.6)

La figura 5.1b mostra il grafico della traiettoria r(7) vista da un osservatore

o

OM |

Figure 5.1

solidale con la particella. In questo caso 'osservatore vede la particella raggiungere
la singolarita in una quantita finita di tempo proprio.

La figura 5.1c, invece, mostra il grafico della traiettoria r(t) vista da un os-
servatore all'infinito. In questo caso r(t) si avvicina all’orizzonte r = 2M solo
asintoticamente per t — oo.

Per capire questa differenza supponiamo che un’astronave, che cade radial-
mente nel buco nero, mandi un SOS nella forma di una sequenza di impulsi elet-
tromagnetici. Gli impulsi viaggeranno su una geodetica nulla, per cui avremo:

dzt dz” 2MN T,



con ¢ e O costanti. Di conseguenza, possiamo scrivere:

(37 (-2~ (4

dt 1 r
- — =4+ —— =4 )
dr 1—% r—2M

Calcolo ora il seguente integrale:
2M 2M
/ < d:v:/yjL dy:/1+—dy:y+2Mlogy+cost:
x —2M Y Y
=x — 2M + 2M log(x — 2M) + cost =

— 2+ 2M]1 [2]\/[( v 1)} + cost = (59)
=z 0g Wi cost =
=1z + 2M log <ﬁ—1) + cost
da cui ricavo che:
t = 47+ cost , (5.10)
dove r
F—r42MI1 (--1) . 5.11
r=r-+ og Wi ( )
Prendendo la derivata rispetto a r otteniamo:
dr 1 1 2M r
— =14+2M — =1 =
dr + 77 — 12M +1“—2]\4 r—2oM "’ “ 1o
dr r—2M 2M (5.12)
— — = — 1 e e —
dr r r
Definiamo ora la coordinata
u=t—r, (5.13)

cosicché una geodetica uscente corrisponde a u = cost (vedi figura 5.2). Con
riferimento alla figura 5.2, consideriamo 2 impulsi mandati dall’astronave: il primo
a7 =T eil secondo a 7 = 1. L’osservatore all’infinito ricevera i due segnali a
due valori del suo tempo proprio (che coincide con la coordinata temporale): 9%
e t9*. L’intervallo At®® sara dato dalla seguente espressione:

At = tgss - tcl)ss = (UQ + ?oss) - (ul + ?OSS> : (514)

Supponiamo che i due impulsi siano mandati ad intervalli di tempo molto brevi,
cosicché possiamo scrivere:

Atoss B Au N du  dt dr dt drdr

Ar  Ar dr dr dr dr drdr

T T s

S SN Y 7" S W SN .V S N RN P
_1—¥ r—2MV\ r 1L T q_2MY o, 2M r
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t2

0ss
tl

TOSS

Figure 5.2

dove i due fattori hanno la seguente interpretazione:

1
o = quadrato del redshift ,

T

Wi (5.16)
1+ 14/ — | = effetto Doppler .
r

Dall’equazione (5.15) vediamo che per r — 2M allora At°® — infty, cioe I'intervallo
fra due impulsi ricevuti cresce e infine diverge allorquando ’astronave raggiunge
I'orizzonte degli eventi.
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Tema 6

Sulla deviazione geodetica

Traccia: Ricavare I’equazione della deviazione geodetica.

Consideriamo una famiglia di geodetiche a 2 parametri z* (7, P) (vedi figura 6.1).
Sia

at (1) + dat(7) P,
o
z"(7) Py
1 T2
Figure 6.1
or®
1= — 6.1
07_ ) ( )
il vettore tangente alla geodetica, e dx® il vettore:
ox®
ox® = — . 6.2
YT op (6.2)
Inoltre avremo
ot 0 0z“ 0 dz*  0dx“
’ v (6.3)

oP — 9P or Ot 0P or
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Calcoliamo la derivata covariante di £ sulla linea T costante:

i dt _Ot* Ox”
T dP Qx> OP
oxt | ot ot
_‘ta:(sutq:__ OétV _ Fatuéu )
Vi)t =8t = 5 {8:1:“ } op * (6:4)
S o Oxt |ox® . ox® o o b
(Vidx)® = oz, = e {8:6“ + oz FW] =5 T I3 0xvth
cioe troviamo: .
Vit =Vir. (6.5)
Calcoliamo 'accelerazione relativa fra le particelle:
. AP
Ora, vale la relazione:
VAV) = VAV D) . (6.7
Calcoliamo il commutatore
(Vi Vib)] = VAV 5t) = Vi (Vid) | (6.8)
per componenti'
VAV )] = t#( (025, ) — Ot (t715,), =
= t(0z,t5, + 02"t ) — 0t (Bt +1,,) = (6.9)
= (thoxl, — dath IS, + (th0x” — dxttV )L, = '
= [(Vioz)! — (V) + (#10” — Satt")ts,, .
Poiché il termine fra parentesi quadre ¢ identicamente nullo, otteniamo:
VAV D] = tha"ts,,, — 0a™t/Ls, , = thox (15, — 12, . (6.10)
Ora, ricordando che:
18, — 0, = RE,1° (6.11)

dove R ¢ il tensore di Riemann, avremo:
VAVzt)]* = RS, t 62" = (VAVg1)" — (Ve (V)" . (6.12)

Notando che (V 5}(V;t‘>) = 0 perché le geodetiche trasportano parallelamente
i loro vettori tangenti, otteniamo il seguente risultato finale per il commutatore
delle derivate covarianti:

VAV = RG, t 4oz (6.13)
A questo punto possiamo scrivere ’equazione della deviazione geodetica:
d?5z - o .
— = (VdVow))" = (V AVet)® =Rg, ot | (6.14)

Ora, poiché R, ., St annulla solo se il campo € zero o costante e uniforme, I’equazione
della deviazione geodetica contiene realmente l'informazione sul campo gravi-
tazionale in un dato punto dello spazio-tempo.
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Tema 7

Sulle equazioni di Einstein

Traccia: Mostrare che le equazioni di Einstein:

oz oxkt v + 0z oxr * Oxrdzv N

2 2 2 1 1
DFhW—[ 0 h}\ 0 h}\ 0 h}\ :| _ e (Tﬁsrt . _gMV(Tpert)AA> ’

(dove Op = n*? 52 52) per la metrica
Guv = Nuw + h,uu ) |hw/‘ <1 )

con un’opportuna scelta di gauge e ponendo

1

B,uzx = h,uu = §gw/h)\)\ )
si possono scrivere nella forma:
DFh/uz 16074rG Tﬁsrt
SR, =0

Imponiamo la condizione di gauge armonica:
g, =T =0.
Dal momento che g = n** 4+ h*¥, avremo:

1

gm/F/};V — QWQ/\kF;wk — (nuu 4 h,uu)o,,)dc + h)\k) 5

(P + Pk — Ppv i) -
Prendendo i termini fino al 1° ordine in h,, otteniamo:
WA Ak L ool 1 vy
9T = 005 My + P = i) = 75 (R, + R = B ) =
o (hk _ %hk) 0,
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e quindi

—— (7.8)

Inserendo questa condizione nelle equazioni di Einstein troviamo la seguente equazione:

9 (19 o (10 , * 1
DF’W—{@ (mu’”%w(ﬁ@h )—mh = Drhy, (7.9)

da cui ricaviamo che

Orhy, = —

167G 1
- (Tpe“——g (Tpeft)x> . (7.10)

17
A \Tw Tk

Introducendo il tensore B;w = hy — %nuyhAA otteniamo:

_ 1
Ophy = Ophy, + 577WDFh*A . (7.11)

Ora, il secondo termine al membro destro dell’equazione precedente vale:

1 1 N 1 o | 167G ot 1 or
§T]MV|:|F]’L)\)\ — Enuun)\ DFhoc/\ = §nuun>\ |:_ ! <Tolz))\ ‘- 5"700\(TP t)A)\):| =
1167G or or 1167G or
= _5777”” ((Tp t))\/\ —2(T" t>>\)\> = 2 A mu(Tp t))\)\ )
(7.12)
per cui otteniamo il risultato finale:
L 167G
O, = —— TP (7.13)
c

(avendo usato il fatto che TP e hy,, sono dello stesso ordine: T2 = O(hy)).
Inoltre possiamo scrivere:

_ Y 1 1
hul/ ~ nukhku - n#k <hkl/ - anuhA)\> = huu - 555]1)\)\ )
o .. 0 WO\ 10, 10

1
Rt — - i — -
Yorr T AT 29zv Y 201V

7.14
ozt vV Oxr V2
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Tema 8

Sulle onde gravitazionali

Traccia: Mostrare che le equazioni delle onde gravitazionali nel vuoto
ammettono soluzioni di onda piana.

Scegliendo la gauge in modo opportuno (spiegando anche che la con-
dizione di gauge armonica rimane soddisfatta) si dimostri che le onde
gravitazionali sono trasverse, a traccia nulla, e hanno due soli stati di
polarizzazione

Dobbiamo risolvere 1’equazione:
Orhyw =0 . (8.1)

La soluzione h,, = A,,e* rappresenta un’onda piana, dove A,, ¢ il tensore
di polarizzazione e k¢ il vettore d’'onda. Affinché h,, sia soluzione dell’equazione
delle onde nel vuoto:

ap 00
" ox® OxP

N O
(A ") =

or® (ZkﬁAuVempxp) = _naﬂkakﬂAuvelkﬂp =0,

(8.2)
¢ necessario che n®k,kg sia nullo. Inoltre, deve valere la condizione di gauge
armonica, per cui:

0 - o -
—h', =0 a_. 'uahow = Ma_hau =0 )
oxr " - ax“n " oz
Ak, =0 | (8.3)
— | kA", =0

Questo vuol dire che il vettore d’onda e il tensore di polarizzazione sono ortogo-
nali.

Consideriamo un’onda che si muove lungo la direzione z. Di conseguenza, h,,,
sara indipendente da y e z, per cui soddisfera I’equazione ridotta:

1 02 9%\ -
(~dam * 5) =0 &4
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e quindi h*, deve essere una funzione arbitraria di ¢ £ z/c. Consideriamo un’onda

progressiva:
_ _ x
huy = hMV[X(tvz)] , con X(tvl') =t——. (85)
c

Poiché deve valere la condizione di gauge armonica, avremo:

a7t a7
9 la_h la_hu
0 1.x 0 7,
5l = cochty
da cul ricaviamo:
10 _—
caX( ,—h%,)=0. (8.7)

Integrando e ponendo a zero le costanti, poiché siamo interessati alla parte vari-
abile, avremo:

B =

htm =h",, (8.8)
|
ht, = h*,

La gauge armonica non ¢ 'unica possibile, infatti possiamo fare una trasformazione
infinitesima x'* = x* 4+ e che preserva la gauge armonica se ¢ soddisfa Ope* = 0,
cioe I'equazione delle onde. Possiamo sfruttare questi 4 gradi di liberta per porre
a zero le seguenti quantita:

W,=h',=h',=h",+h* =0, (8.9)

e quindi B B B B
h*, =h" =h" =h'=0. (8.10)

Rimangono solo 2 gradi di liberta l_zyy — h#, e hY,. Inoltre avremo:
Wi, =ht, =20, = —h* =h® + W' +h* +h',=0 — B, =0  (811)

e quindi A, e h,, coincidono e sono a traccia nulla:

TT — gauge . (8.12)

O O OO
>
<
<
>
<
1S3

hyz - hyy

Ci sono 2 stati di polarizzazione che corrispondono ai 2 gradi di liberta effettivi.
Inoltre h,, ¢ nullo, h,, = 0, sul piano ortogonale alla direzione di propagazione.
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Tema 9

Sul moto di due particelle in presenza di
un'onda gravitazionale

Traccia: Discutere le conseguenze dell’equazione della deviazione geode-
tica su un sistema di particelle in presenza di un’onda gravitazionale
piana del tipo:

00 O 0
00 O 0 x

B = 00 hy 0 hyy = —h,, = 2A. cos [w (t — E)} : (9.1)
00 0 ~h,,

L’equazione della deviazione geodetica ¢

d?a? , dx®daP
— = — 0" 2
dr? B dr dr (9-2)

Consideriamo 2 particelle di cui una centrata nel sistema di riferimento e siano
esse inizialmente a riposo, cioe:

U =U" =(1,0,0,0) , (9.3)

e sia 0z la loro distanza propria iniziale. Il tensore Rxap,y, si riduce a Ry, €,
poiché hyy = h;g = ho; = 0, allora avremo:

19%h, , 1 ,,0%h,
Roou = 5@5 — Réou = Ruoop = ETZA 02(%5 ) (9.4)
e quindi
d*6z* 1, O
— ==V hydxt . :
dr? o' a0t (9:5)
Ponendo 6z (t) = dz + dz7(t) con dx7(t) < 1 e dr = cdt, otteniamo:
d*6zy 1, 0
dt21 = §T]>\ @huuélﬂg . (96)
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Integrando troviamo éz*(t) = dz + 2™ hy,,0xf, per cui avremo:
52°(t) =0,

1
Sat(t) = daf + §n1”hyu§x6‘ = 0xy ,

§2°(t) = 62 + 57722h2u5xg = g + §(h225x3 + hasdg) o0

1 1
5$3(t) = 5$g + 57’]33h3M(5{L‘g = 51’% + é(hgg(sl'g + h335$g) s

e quindi le particelle vengono accelerate solo nel piano ortogonale alla direzione di
propagazione. Supponendo che hgs = h3y = 0 € hgg = —hgz = 2A, cos [w (t — %)]
e supponendo che le 2 particelle siano: la prima in (0,y0,0); e la seconda in
(0,0, zp), possiamo scrivere le equazioni per le due particelle come:

1 x
1) 2z=0, y:yg—l—éhyyyo:yo [1+A+cosw <t—z>} ,

1 - (9.8)
2) y=0, z:z0+§hzzzozzo [1—A+cosw <t——>] )

c
Assumiamo ora che a t = 0 valga w(t — z/c) = 7/2. Dopo un quarto di periodo

avremo:
1) 2=0,y=y51-A4,),

9.9
2) y:072:Z0(1+A+)7 ( )
dopo mezzo periodo:
1) Z:()ay:yOa (910)
2) Y= 0 y &= X0, ‘
e dopo 3/4 di periodo:

2) y=0, z2=2(1—-A4;).
Otteniamo cosi la sequenza mostrata in figura 9.1.

Se, invece, avessimo hy, = —h,, = 0 e hy, = h,, = 2A, cosw (t — %), una
generica particella in (yo, 29) si muovera con una legge:

1 T
?J:yo+—h2320=y0+14x003w(t——> 20 ,

. ¢ (9.12)
z2=2zy+ §h32yo =2z9+ Ay cosw <t — E) Yo -
Consideriamo, per esempio, 4 particelle. A 7/2 siano esse in:
1) (1,1),
2 —-1,1
) (L), 019

3) (-1,-1),
4) (1,-1),
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~
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3r/2 27
20
Y Y

dh
NI
dh

Figure 9.1

a7 in

1) (1-A,1-A4),
2 1—A ,1+A
) = ) 5 (9.14)
3) (1+A.,—1+A4),
4) (1+A,—-1-Ay),
a 3m/2 com in 7/2 e a 27 in
1) (I+A,1+A),
p 1+A 11— Ay,
3) (—1 w,—1— Ay)
4) (1—AX,—1+AX),
Otteniamo cosi la sequenza mostrata in figura 9.2.
z z
/2 2w
- y : y

Figure 9.2
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Tema 10

Sulla metrica al di la dell'orizzonte degli
eventi

Traccia: Mostrare come si puo estendere la metrica di Schwarzschild
attraverso ’orizzonte degli eventi trovando 1’opportuno sistema di co-
ordinate.

Consideriamo la metrica di Schwarzschild bidimensionale:

r

2M 1
ds* = — (1 — —> dt* + = wdﬁ : (10.1)

r

e calcoliamo le geodetiche nulle, cio¢ risolviamo g,sUU” = 0, con U® = dz®/d\.

Avremo:
oMY\ [ dt\? 1 dr\?

arrB _ _ [ 2 (9t b fary

GapU"U (1 r)<dx)+1—¥(cu) 0,
dr\*_ (dt\* (| _2MY®
d) — \ax r ’

S (@)2(1_ﬂ)2 (10.2)
dt r ’

d
dt

,
dt r
- — == .
dr r—2M
Integrando troviamo:
t = +7 + cost
5 oM ( T 1) (10.3)
r=r og Wi )
Definiamo le coordinate entranti e uscenti
u=t-—r,
- (10.4)
v==t+71,

39



con ¥ ~ r per r — oo, mentre per r — 2M abbiamo r — —oo, cioe spinge
I'orizzonete a —oo. Inoltre, valgono le seguenti relazioni:

—o<u<oo, —00<v<0o0,
t_u+v 77—7”_1 (r 1) . v—u (10.5)
T2 0 o %% \am T Ty
e quindi
oM —rem T :T_QM
OM r—2M2M 2M F/2M 120 ’
_>1— = = 67‘ 67‘ .
r 2M T T

Ora, procedendo nel calcolo, avremo:

d32:—(1—¥> [dt2_(1_d—f_M)2] =
:_(1—¥) (dtQ—d?fz):r

2M -
__er/QMe—r/2Mdudv _
T

_ _%efr/ZMe(vfu)/AlMdudv ’
r

(10.7)

con u — 00 e v — —oo quando r — 2M. Questa metrica ¢ regolare ovunque.
Poniamo adesso:

U=—e"*M _5<U<0, (108)
V=—e/""M (0<V<oo, '
cosicché la metrica diventa:
1 1
_ 7u/4M_ — 1}/4M_
dU =e 4Mdu ) av =e 4Mdv , 0
2 2M —r/2M 32M3 —r/2M ( ' )
ds* =4M -AM [ —— e dUdV = —e¢ audv ,
r r

dove r — 2M corrisponde a U = V = 0. Scegliendo, infine, le coordinate T e X
tali che:

U+V
T = —; , —oo<T <o0,
10.10)
vou (
X = 5 —00 < X <00,

possiamo scrivere la metrica del quadrispazio estesa attraverso 1’orizzonte degli
eventi nella forma seguente:

 32M3
N T

ds®

e PN (—dT? + dX?) + r*df* + r* sin® fdg” . (10.11)
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Tema 11

Sulla struttura dello spaziotempo vicino
all’orizzonte degli eventi

Traccia: Discutere le proprieta dello spaziotempo di Schwarzschild nelle
coordinate di Kruskal.

r=cost<<2M

|
|

cost >2M
cost >2M

r
r

Y
S

r=cost<2M

Figure 11.1

Consideriamo il grafico rappresentato in figura 11.1. Lo spazio-tempo orig-
inale, quello di Schwarzschild all’esterno dell’orizzonte degli eventi, corrisponde
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alla regione I, definita da:
—co<U<0, 0<V<oo. (11.1)

Un osservatore che parte dalla regione [ all’esterno dell’orizzonte, prima di at-
traversare la regione I, puo sempre tornare indietro; al contrario, una volta in
11, laddove r < 2M, viene catturato dalla singolarita. La regione II rappre-
senta lo spazio-tempo all'interno dell’orizzonte. Possiamo mandare segnali alla
regione I/, ma non alle regioni [/] e I'V. Non possono arrivarci segnali dalla
regione [V. Potrebbero arrivarci segnali dalla regione /17 in linea di principio,
ma impiegherebbero un tempo ¢ infinito per essere ricevuti.

Lo spazio-tempo esteso di Kruskal e utile per studiare la struttura dello spazio-
tempo vicino all’orizzonte degli eventi, ma ¢ inappropiato per descrivere lo spazio-
tempo all’infinito a causa del comportamento esponenziale di grr e gxx-
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Tema 12

Sulla soluzione dell’equazione delle onde
gravitazionali

Traccia: Risolvere I’equazione delle onde gravitazionali emesse da una
sorgente descritta da un tensore energia-impulso 7, nell’ipotesi di
campo debole e piccole velocita e mostrare che:

7 1G 1
P (t,7) = _G_/VT/W (t—%,x’) P (12.1)

A r

Supponiamo che la regione in cui ¢ localizzata la sorgente sia molto piu piccola
della lunghezza d’onda della radiazion emessa, ovverosia:
2mc
€< |z tie. e Aog=—, (12.2)
w

cioe ew = Vsipica K €: le velocita coinvolte sono piccole rispetto alla velocita della
luce. Dobbiamo risolvere il problema seguente:

DFB;U/ = - IGCZGTpV
) (12.3)
a2 ht, =0
che possiamo riscrivere anche come:
1 0? 5\ ~ 167G
(—6—2@ +V ) hyw =—-KT,, , K= a (12.4)
Scriviamo ora il laplaciano in coordinate polari:
10 0 1 0 0 1 0?
V2= [r=— ——— | sinf— —_— 12.5
r2 Or (T Gr) MEEETVEY (sm 8(9) T sin? 0 9¢? ’ (12.5)
e consideriamo lo sviluppo di Fourier di h,, e T},
by (t, 1) = / By (w,r)e ™" dw
s (12.6)
T (t,r) = / Ty (w,m)e™™" dw
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per mezzo del quale I'equazione (12.4) diventa:
1 02 9\ 7
—aap + V) hy(w,r) = =KT,,(w,7) . (12.7)

Risolviamo dapprima l'’equazione fuori dalla sorgente, dove T}, = 0, risolviamo
cioe I'equazione:
- 2

1 0? 9 w 2
_5% +V hl“/<w’ 7“) =0 — g +V hl“’<w7 7”) =0. (128)

Consideriamo altresi il caso piu semplice di soluzione indipendente da 6 e ¢:

- A, L _
hW(w,r) _ MT(W) ezwr/c + Hr<w)e wr/c ’ (129)

che rappresenta 2 onde sferiche: una entrante (e™'/¢), e una uscente (e™7/°).
Infatti, sostituendo per esempio e*7/¢ nell'integrale e integrando si ha:

/e_w(t_r/c) dw ~ f(t—r/c), (12.10)

che ¢ effettivamente un’onda progressiva. Dal momento che ci interessa solo I’onda
emessa, poniamo 2, (w) = 0 e avremo

- A
Py (w, ) = —W(w)e“‘”/c ) (12.11)
r

L’ampiezza A,,(w) va calcolata risolvendo I’equazione all'interno della sorgente,
cioé

2
<°"—2 + v?) T (w0,7) = — KTy (w,7) (12.12)
C

Ora, possiamo risolvere quest’equazione per qualsiasi valore assegnato di p e v,
per cui, integrando sul volume della sorgente si trova:

2
/ (w_ + V2> by (w,r) Pz = —K/ Ty (w,r) &z . (12.13)
v v

2
Valutiamo 'integrale:

_ _ _ d A,
/ V?h,, dr = / div(Vh,,) &z = / (Vhu)* dSy ~ 4mé® (——“em/0> =
\4 \4 S r=e

dr r
_ 4’71'62 _@ezwr/c + @6%)1"/0 (E)
r2 r c ’

r=¢€

(12.14)

e, trascurando i termini di ordine €, otteniamo:
/ V2h,, &z = —4nA,, (W) . (12.15)
v
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Poi avremo: ) 2
/ 2 B P < BN red (12.16)
v C c* 3

che ¢ di ordine €® e pud essere trascurato. Troviamo, quindi, il seguente risultato:

1 .
A7 A (W) = — GCZG / To(w,r) dz (12.17)
v
da cui ricaviamo A, (w) come
4
A (w) = c_f/ Tolw,r) dz . (12.18)
v

A questo punto possiamo scrivere la soluzione hy, (w,r) come:

- 4G
hyw (w, ) = @e’w/c/vTW(w,r) P, (12.19)

da cui, antitrasformando, troviamo la soluzione del problem originale ﬁw(t, r):

_ 4 ,
T (£,7) = _G/VTIW <t—£,x’> &z | (12.20)

rct
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Tema 13

Sul teorema del viriale

Traccia: Dimostrare il teorema del viriale in forma tensoriale e utilizzarlo
per semplificare la soluzione dell’equazione delle onde:

_ 4 .
h(t,7) = G/VTW <t—£,a:’) &P (13.1)

rct

Sappiamo che T"" soddisfa la legge di conservazione T"" = 0:

1 9THO OTH*
o = g0 k=0L23;5 k=123, (13.2)
C a

Integrando sul volume della sorgente troviamo:

10 OTH*
—— TV == | ——aV=— | T* dS, =0 13.3
c@t/v v Ozk /S F ’ (13.3)
e quindi
/ T dV = cost , (13.4)
1%
da cui ricaviamo B
R0 = cost | (13.5)

e possiamo porre la costante uguale a zero perché ci interessano solo le soluzioni
dipendenti dal tempo.
Consideriamo ancora la legge di conservazione T = ( e consideriamo le com-

ponenti spaziali:

1 0THO oTH
v N v =1,23. (13.6)

Procedendo ulteriormente, moltiplichiamo per x
1

—2/ THz" dV = —/ O pugk gy = - / i(Tﬂ”gc’f) dv — /T"”ixk dv| =
cot Jy v oxY v 0zY ox

:—{/T“”mdeV—/T“de] :/T“kdv.
S 1% 174
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(13.7)



Essendo T** simmetrico possiamo anche scrivere:

1
0 / TOxkzh av = —/ iTo”xkxh dV =
cot v oxY

0 0 0
— _TOI/ k. .h d _/TOIJ_ k hd _/TOZ/_ k hd
{/V@x”( zx") dV ; 5" Vv y 5" * Vv
= - { / T2k 2" dS, — / T%z" av — / T 2" dv} =
s 1% 1%

= / T%h av + / Tk qv .
1% 1%
(13.8)

Derivando rispetto a 2 troviamo:
1 02 10
TOzkzh qv = = TOk " TR QY = /T“’“ dVv 13.9
2 o2 / cot v v o (139)

per u,k=1,2,3.
Definiamo ora il momento di quadrupolo del sistema ¢*"(t) come

1
" (t) = / Tk av

) L o (13.10)
R /T“ AV = 5 T3 1)
per cui l'equazione delle onde diventa:
B = 0
, (13.11)

7ik 4G 1 d®  kh 2G d? _kh

Wt ) = (85 e d™ (1) = Zied™ (1 1)
che descrive un’onda sferica lontana dalla sorgente. Le ipotesi sotto cui abbiamo
derivato quest’equazione sono:

L T =0;
2. il moto dei corpi ¢ dominato da forze non gravitazionali.

Inoltre, la soluzione dipende solo dal moto delle sorgenti e non da forze che agiscono
su di esse.

La radiazione gravitazionale ha natura quadrupolare. Infatti, il momento di
dipolo

de =Y mif; (13.12)

¢ tale che
It G ( )

come conseguenza della conservazione dell'impulso. Di conseguenza, le onde grav-
itazionali non hanno un contributo di dipolo.
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Tema 14

Sull’oscillatore armonico gravitazionale

Traccia: Calcolare il segnale gravitazionale emesso da un oscillatore
armonico e proiettarlo nella TT-gauge scegliendo una particolare di-
rezione.

Consideriamo 2 masse uguali nelle posizioni x; e x5 (vedi figura 14.1) che
oscillano socondo la legge:

T = —%KO — Acoswt
(14.1)
Ty = %Ko + A coswt
La componente 7% del tensore energia-impulso &

zZ

T o

Figure 14.1

T =" epo(t)d(x — 2™)5(y)6(2) - (14.2)

49



Assumendo che v < ¢, allora v ~ 1 e quindi pg = mc, cosicché avremo
T% =me®) "6z —2")d(y)d(2) , (14.3)

per cui il momento di quadrupolo ¢** = ¢72 [ T®'z" d*z vale:

¢ =m {/v 2*5(x — 11)6(y)0(2) d°x —|—/ 226(z — 22)6(y)d(2) d%] =

\%

1
=m(a} +13) =m (56(2) + 242 cos® wt + 2A, cos wt) =

= m(cost + A? cos 2wt + 2A4, cos wt) , (14.4)
" =0,
q” =0,
¢ =0,
" =0.

I momento di quadrupolo ridotto & Q;; = ; — 30;;¢",, dove ¢~ = n*qy =

N Qre = Qzz, PET CUL AVIEIMO

1 2
1 1
ny = Qyy — 5Y9z2 = — 54z
3 3
0. = 11 (14.5)
Qacy = Qzy = 0 5
Qyz = Qyz = 0.

Calcoliamo ora I'onda emessa nella direzione z, per cui indichiamo con 7 il vettore
7 =(0,0,1) e con P il proiettore P;; = d;; — n;n;:

100
Pj=10 10 (14.6)
000
Proiettiamo ora @);; nella TT-gauge usando il proiettore costruito con P;;:
1
ijmn - -ijpkn - _ijpmn ) ;;IJ"T = Pz]mn@mn ) (147)

2
20



da cui otteniamo esplicitamente:
Eg = Pa:a;anmn = Pa:a;m:cQza: + wayy@yy + P.tzzz@zz =

1 1 1
- (Pzrpa:m - épxxpzm) me - QmePnyyy = §<sz - ny) )

';‘Z;T - Pyymn@mn = Pyya:acwa + 7DyyyyCByy + Pyyzzsz -

] ] ] (14.8)
_§PnyQO + (Pyypyy - §Pyypyy) ny = _§<Qm - ny) )
Z;;T = Pzzszwm + 7)zzyyCny + Pzzzz@zz =0 )
EE = nymx@a:m + sznyyy + nyzz@zz =0.
Inserendo il risultato precedente nell’equazione delle onde seguente:
]_7'36117 /“L:07172737
, (14.9)
_ ) .
hit (8 ) = 5 = Q' (= %)
troviamo
hig =0, p=0,1,2,3
hET = %% = %%(Qm —Qyy) = %%qm = —2ST(2A2 cos 2wt + Aly coswt)w? .
7TT _ _JTT
hyy = —hgy
(14.10)

Di conseguenza, la radiazione gravitazionale emessa da un oscillatore armonico e
polarizzata linearmente. Per simmetria, anche la radiazione emessa lungo y sara
la stessa. Al contrario, la radiazione emessa lungo z € nulla.
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Tema 15

Sulle onde gravitazionali emesse da un
sistema binario

Traccia: Calcolare il segnale gravitazionale emesso da un sistema binario
in orbita circolare e proiettarlo nella gauge-TT scegliendo una partico-
lare direzione.

Consideriamo un sistema di 2 masse m; e my che orbitano attorno al loro
centro di massa, come mostrato in figura 15.1. Sia ¢y la loro distanza reciproca;

Figure 15.1

i = mymgy/M la loro massa ridotta e M = m; +ms la massa totale. Siano r; e ry
le loro distanze dal centro di massa:

m m
TlZMQfo , 7“2=M1€0 . (15'1)
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La frequenza orbitale si calcola nel seguente modo:

GW;%mQ = mrw; = %fowi — wp = Gg—gM , (15.2)
e le equazioni del moto delle 2 masse sono:
T1 =T COSwWit = maly cos(wyt) ,
Y1 = rysinwgt = mato sin(wyt) ,
(15.3)
To = —T9 COS Wil = _ %o cos(wyt) ,
Yo = —roSinwyt = _ifo sin(wgt) .

Calcoliamo la componente 7% del tensore energia-impulso:

T = Zcpg(t)ts(iv —2")6(y —y")d(z) =
n=1 (15.4)

= 2 Z mn(5(l‘ — x")5(y - y")é(z)

e, di seguito, le componenti del momento di quadrupolo:

, 1 )
q'Lk — / TOO.CL'ZLCk dV ’
\%

c2?

— {ml / 225(x — 21)8(y — y1)6(2) dV + mz/ 2?6(x — x2)6(y — y2)0(2) dV
v v

= ma; + moxs = mﬁé% cos? (wt) + mﬁ?g cos®(wit) =
= m]\}";%g cos® (wit) (my + my) = puls cos®(wyt) =
= gég cos(2wyt) + cost ,
¢ = miy; + mays = mlj\??g sin®(wyt) + mﬁ?g sin?(wgt) =
= pul3 sin®(wyt) = —%Eg cos(2wyt) + cost
myms(g mym3 03

cos(wyt) sin(wgt) =

¢ = myixiyr + MaZoys = cos(wyt) sin(wgt) +

M? M?
= uls sin(wyt)cos(wit) = gﬁg sin(2wyt) .

(15.5)

Calcoliamo ora il momento di quadrupolo ridotto Qi; = g¢ij — 304", dove ¢¥, =

n*qir. = qux + qyy = cost. Prendendo solo la parte dipendente dal tempo di Q;;
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troviamo:

Q:t:c = Qzz
ny = Qyy = —Qzx = _Q$x ) (156)
me = Gay -

Definendo la matrice A;;(t) come segue:

cos(2wit)  sin(2wit) 0
Ay (t) = | sin(2wgt) —cos(2wit) 0] (15.7)
0 0 0
possiamo scrivere:
Quy(t) = G A1) | (15.8)

e, proiettando nella gauge-TT, avremo

€

Se consideriamo 'onda emessa lungo 1’asse z possiamo porre:

n=(0,0,1),
100
P;=101 0],
000
cos(2wit)  sin(2wit) 0 (15.10)
A;j = | sin(2wit) —cos(2wit) 0|
0 0 0
1
AiTjT = PijmnAmn = (P’Lijn - §P1]Pmn> Amn .
Di conseguenza, ’onda emessa sara data da
2G d? r 2G pl? G GM
TT T 0 2 ATT 2 TT
" ctz dt? ( c> ctz 2 (2n)" Ay o 0
4HG M rr TT
ctzl, “eiagy A = hedy
(15.11)

dove hg € 'ampiezza dell’onda. Quest’onda ha entrambe le polarizzazioni e, se
calcolassimo le onde lungo x o lungo y, queste sarebbero polarizzate linearmente.
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Tema 16

Sull’'energia dissipata per irraggiamento
gravitazionale da un sistema di stelle
binario

Traccia: L’energia persa per unita di tempo da un sistema binario sotto
forma di onde gravitazionali e:
dEQG 32 G4 ILL2M3

=Log=——
dt ¢ 5 B

(16.1)

dove i € la massa ridotta, M € la massa totale, e /; la separazione tra
le 2 stelle. Trovare I’equazione che permette di calcolare come varia il
periodo orbitale del sistema nel tempo.

A causa dell’emissione di energia sotto forma di onde gravitazionali, il sistema
deve aggiustare 1’orbita in modo da compensare ’energia persa, per cui avremo:

dE orb

Log = 16.2
o + Log =0, ( 6 )
dove Eo, = K + U, con
1 GM
K = 5:“ / )
0
WMG (16.3)
U=- )
lo
da cui ricaviamo che E., = —%’% e
dEy, 1 puMG déy 1
== — =—F | = dlodt | . 16.4
a2 2 dt b(eofmc 0 ) (16.4)

Ora, sappiamo che w? = GM{;*, da cui, prendendo il logaritmo di ambo i membri,

troviamo 2Ilnwy = InGM — 31n/y, e quindi
1 1
2o _3dhy | 1dhh_ 21du o)
Wi dt 60 dt 60 dt Bwk dt
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da cui ricaviamo

dEorb . 21 dwk
dt 3wy dt
Il periodo orbitale é
27 2
T=— — W = — ,
Wi

per cui avremo
lLdo, T d (2r\  1dT
wp dt  2rdt\T )  Tdt’

da cui ricaviamo l'equazione seguente:

dEo, 2 Eon, dT dr 3 T dE.m

i 3T dt | dt | 2B dt

che possiamo riscrivere nella forma finale seguente:

T 3 T

E B §E0rb 06

La separazione / fra le due stelle puo essere calcolata sapendo che:

dEqm, 32 G423  1uMG déy

= o = —m T PP, T T 0
dt 06 5 A0 2 2 dt’

dove
dly 64 G3 puM?

dt 5 & B

Integrando fra £ e (g e to = 0 e ¢ otteniamo:

(16.6)

(16.7)

(16.8)

(16.9)

(16.10)

(16.11)

(16.12)

(16.13)

(16.14)

(16.15)

to : 1 : 64 G
3 _ 4 in\47 __ 2
ovverosia 056 G
47\ _ (gpinyd 2
lo(t) = (&5)" — ?gﬂM t.

Definendo il tempo di coalescenza t.,, per mezzo della seguente equazione
256G
coal — 5 65(@011)4 )

possiamo scrivere la soluzione per la distanza ¢y(t) in forma esplicita:

bot) = (1— t >
tcoal

PN

28

(16.16)



