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Chapter 1

Trasformazioni di Lorentz quantistiche e
normalizzazione covariante degli stati

Consideriamo una trasformazioni di Lorentz omogenea:
o't = A* ab (1.1)
L’invarianza dell’intervallo conduce a:
e, = g, = gu N N 1P = gperta” (1.2)

Quindi deve valere:

G\ N = G | - (1.3)

Moltiplico per g°7A* _:

G\ N 07T = ge gAY = AT (1.4)
Moltiplico per I'inverso di g,, A" :
(9A)wpl(gA) VA g7 A% = A%, [(gA) o (1.5)
Quindi
AVUgJTAaT — Aap[A—lg—l]pV
N g7TA, = A% (AT g = g (1.6)
AVUQJT(AT)Ta — gal/ ’
da cui

AgAT =g|. (1.7)

Ogni trasformazione di simmetria sugli stati fisici € rappresentata da un operatore lin-

eare e unitario o antilineare e antiunitario. Poiché le trasformazioni di Lorentz sono un

gruppo continuo connesso all’identita con continuita (possiamo sempre rendere triviale

una trasformazione di Lorentz variando con continuita i parametri della trasformazione),

le trasformazioni di Lorentz saranno rappresentate da operatori lineari unitari.
Moltiplicando per (A~1)? otteniamo:

Gu N A (A1)7, = goo(ATH)7
g,U«OéA“p = ng(Ail)oa :

b}

@ (1.8)



Moltiplicando per g"*:

gypglﬂlA”p - gyngU(A_l)aa = (A_1>Va

(A 2 g PP = g A < A s (19)
(A7), = A (1.10)
Le trasformazioni indotte sugli stati fisici dello spazio di Hilbert
v — U\ a)y, (1.11)
soddisfano la regola di composizione
U(As,a2)U(Ay,a1) = U(AoAy, Asay + ao) . (1.12)

Le trasformazioni con a = 0 formano un sottogruppo: gruppo di Lorentz omogeneo:
U(AQ,O)U(Al,O) - U(AQAl,O) . (113)

Dalla condizione (det A)2 =1 — det A = £1. Le trasformazioni con det A = 1 formano
un sottogruppo sia del gruppo omogeneo che inomogeneo.
Consideriamo ancora la condizione

g,u,llAMpAVo' N gpa’ I (114)
o equivalentemente
AgAT =g
A%, g™ (AT), 2 = g (1.15)

A g A", = g
Prendendo la componente 00 otteniamo

1= g, AN = (A00)2 - AioAio
1= g,,A° A%, = (A%)? — A%A°, (1.16)
— (AOO)2 =1+ AiOAi0 =1+ AOZ.AQ

e quindi
A% > 1, (1.17)

oppure
A% <1. (1.18)

Le trasformazioni con A% > 1 formano un sottogruppo, infatti siano A e A due trasfor-
mazioni di Lorentz:

(AA)%) = A% A = A% A% + A% ALy + A%A% + A%A% . (1.19)

Sappiamo che il trivettore (Aly, A%, A3, ha lunghezza /(A%)? — 1 e ugualmente il triv-

ettore (A%, A%, A% ha lunghezza \/(A%)2 — 1. Di conseguenza il prodotto scalare dei
due e limitato da

R0 ATy + A%A% + A%A% | < \/(A%)2 — 1/(A%) — 1. (1.20)
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Ma allora

(A = A%A% — 1/ (A%)2 — 14/ (A%)2 — 1> 1. (1.21)

Il sottogruppo di trasformazioni di Lorentz con det A = +1 e A% > 1 ¢ il gruppo di
Lorentz proprio ortocrono.

Il gruppo di Lorentz proprio ortocrono ¢ una simmetria esatta della natura e come
abbiamo detto sara rappresentato da operatori U(A,a) unitari nello spazio di Hilbert
degli stati fisici.

Il gruppo di Poincare € un gruppo continuo non compatto, infatti i parametri che
determinano gli elementi del gruppo variano su un insieme illimitato. Di conseguenza le
sue rappresentazioni non triviali sono necessariamente infinito-dimensionali.






Chapter 2

Funzione di Green a 2 punti e decomposizione
spettrale

Scriviamo la relazione di completezza nello spazio di Fock come:

1= |n)n|, (2.1)
OVVero :
[n)(n| = co|0){0| +61/d3p\p><p! +62/d?’pldgpz\pl,pz><p1,pz\ + o (2.2)
Moltiplico scalarmente per |0):
(01 S ) (ol = cof0] = (0] > co=1. (23
Moltiplico scalarmente per [p'):
WIS Il = e [ Eplo)el =] > e =1, (24)
Moltiplico scalarmente per |p, py):
Whstl S In)nl = cx [ Epidpaleh, oo ) o el (2.5

Ora

(P, Polpr, p2) = (D1 @ (L)) (Ip1) @ |p2)) = Phlpr) (Phlpa) + (Pi|p2) (Phlp1) =

(
= 0(p1 — P1)d(p2 — py) +3(py — p2)d(ph — 1) - (2.6)

Quindi

Cz/d3P1d3p25(P1 —P/1)5(]92 - pé)(pl,p2| + 02/d3p1d3p25(p’1 - p2)5(p,2 - p1)<p1,p2| =

= o (P, Ph| + 2 (ph, Py @)
2.7

da cui otteniamo

(2.8)

Cy =

DN | —



In definitiva

1
Z In){n| = 10)(0] + /d3p|p><p| + §/d3P1d3p2|P1,p2><p1,p2| + ...
' (2.9)

1
N'/d3p1 de‘pla 7pN><pl7‘”7pN|+"'7

o anche

> Inol = 00 +/—!13><p\ /dpl I syl + o (2.10)

2wp1 2wp2

Consideriamo un operatore O hermitiano e prendiamo la funzione a 2 punti:
(0[0(x)0(y)|0) = Z<0\0( ) (n[O(y)|0) = D _(0]0(0)[n)(n]O(0)]0)e "= =
—Z| Ot~
- / a3 [(0/0(0) [n) e P54 (g — ) =
= [ e Y 0l00)n) e - P) =

— 00O + [ d'ge ) 3 [(0[0(0) ) 25*q — Pu) =
n#0
— (0]0(0)[0}? + / dqe 1 5(g) |
(2.11)
Quindi

(0[0(2)O(y)|0) = \<0|0(0)!0>\2+/d4qe“q(”)'ﬁ((J) : (2.12)

dove

= 3 10[00)n)5 (g~ P.) (213)
n#0

©

=




I1 supporto di p & contenuto all’interno degli stati fisici per i quali p> > 0 e se ci
limitiamo ad una teoria senza particelle a massa nulla allora p? > 0. Inoltre p° > 0.

La funzione spettrale p & chiaramente reale e positiva (o al pit non negativa). Quindi
riassumendo le proprieta di p sono:

p(q) >0,
plg) =0, ¢=0 e ¢&<0, (2.14)

Dimostro che p & funzione solo di ¢%. Infatti:

=Y _[0[0O)[n)*6*(Ag — P,) = > [{00(0)|An)[** (Ag — AP) . (2.15)
n#0 n#0

dove l'ultimo passaggio segue dal fatto che la relazione di completezza ¢ uguale per gli
stati trasformati di Lorentz. Procedendo troviamo:

= > 100©)An) deltA‘wq AP =

n#0
=Y _H0loOU®)n)*6*(q — Pa) = (2.16)
n#0
=Y [O[UHM)OO)UA)[n)[*5* (g — Fn) -
n#0
Ora poiche
U'(AN)O(Az)U(A) = O(z) — UT(A)O(0)U(A) = O(0) , (2.17)
e quindi:
= > K0[0(0)[n)*6*(g — Pn) = p(q) | - (2.18)
n#0

Possiamo scrivere p(q) come:
pla) = p(¢*)0(q°) - (2.19)
Se ¢* > 0 allora 6(q°) ¢ Lorentz invariante. Se ¢* < 0 allora 6(¢°) non ¢ Lorentz invariante,
ma in questo caso p(q) = 0. Quindi p(q) € invariante di Lorentz.
Ridefiniamo la p(q) in modo tale che

3o = 2D () (2.20)

Quindi

(010(£)0(4)[0) = | 0[O0 + / gTquwww(qO)p(q?) -

oo d4q B 3
= 0[O0 + [ dp* =567 0(¢") p(¢*)d(q* — p*) =
/0 (27) (2.21)

— 1(0]0(0)[0) 2 + / N d;f(qupe—’q<f-y>e<q0>p<u2>6<q2 ) =

— [(0[0(0)[0)? + / T Aoy A (@ — i)
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dove

WAt (@ —y; ) = / (374536_“](””‘”9((10)5 (" — ) (2:22)

¢ il propagatore di una singola particella libera di massa p. Notiamo che per
x =y a causa della positivita di p la funzione a due punti e divergente.
Consideriamo il valor medio del commutatore

(0[[O(x), O(W)]]0) = /OOO dp’p(p?) 1A (@ — s 11?) =AY (y — 25 %) (2.23)

dove 1A (x—y; u?) —1 AT (y—x; p?)] & proprio il commutatore dei campi liberi di particelle
di massa p che si annulla per x — y di tipo spazio.
Consideriamo inoltre

(0H{O(x), O(y)}H0) = / o) A -y ) Ay — )] (220

Poiche 1A*(z —y; u?) ¢ pari in  —y, quando x —y ¢ di tipo spazio questa quantita & # 0
per T ~ v.
Ora se O(z), O(y) fossero campi quantizzati per anticommutatori troverei

{O(SL’), O(y)}zozyo =0 , (225)
e quindi
(0{O(z), O(y) }0)z0=yo = 0, (2.26)

ma questo ¢ assurdo poiche ho dimostrato che (0|{O(x), O(y)}|0)z~y # 0. Quindi O(x) &
un campo bosonico (caso particolare del teorema spin-statistica).

Supponiamo che esista uno stato ad una particella di massa m, |p), tale che (0|O(0)|p) #
0. In generale (0|O(0)|p) = F(p). Inoltre UT(A)O(0)U(A) = O(0). Quindi

(O[TTM)OO)T(A)[p) = (0[0O)U(A)[p) = (0]0(0)|Ap) = (OlOO)[p) = F(p) . (2:27)

Facendo tutte le trasformazioni di Lorentz possibili otterrei tutti gli stati possibili della
particella di massa m. Quindi poiche

F(p) = (0]0(0)|p) = (0]O(0)|Ap) = cost (2.28)
I'invarianza di Lorentz impone

V2

0I0OIR) = 5557 -

(2.29)

(Se avessi normalizzato a una & avrei avuto —Y20_).
(27)3/24 /2w,

Infatti F(p) = F(Ap) ¢ solo una funzione di p* invariante di Lorentz e puo essere
quindi solo una funzione di p? = m?, cio¢ una costante. Quindi il contributo dello stato
a una particella sara

Filg) = / T2 010(0)7)26 (g — p) = 22 / TP sq—p) =

ZQWp (27r)3 Qpr (230)
- (27;))3 dpO(p°)5(p> — m)S(p — q) = (27:)39((10)5((12 _m?) |

12



allora

p1(q®) = Zob(* —m?)|. (2.31)

Quindi

(0|0(2)O(y)[0) = [{0]O(0)]0)[* + /OOO i p(p*nAT (z — y; p?) =

— 1{0[OO)|0)]? + ZotA* (x — y;m?) + / " o (A i)
" (2.32)
dove
p(p?) = Zod (1 —m®) + o (1?) . (2.33)

Se consideriamo il valore di aspettazione sul vuoto del prodotto T-ordinato otteniamo

OTIO@OWNI) = Zudrlia = wim®)+ | dito(nart—yid)|. (239
con
_ 2o X o [
OITIOEOWII) rr = =2+ /4 et (23)
dove p
(240]
Pt (2.36)

da lo spettro di massa della teoria.
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Chapter 3

Trasformazione di Fourier di una distribuzione
e prodotti di operatori

Come abbiamo visto il prodotto di operatori di campo non & ben definito e anzi & singolare
quando i campi sono valutati nello stesso punto. Per costruire operatori di campo ben
definiti che possono essere moltiplicati gli uni con gli altri dobbiamo considerare i campi
come distribuzioni a valori operatoriali che devono essere integrate con funzioni di
prova al quadrato integrabile per ottenere operatori ben definiti. Ad esempio 'operatore

oj= [ Eoria] (3.1)
e ben definito e crea il pacchetto d’onda:
a}l0) = [ (@) (3.2)

Finché f(p) ¢ al quadrato integrabile allora la norma di questo stato sara finita:

(0lagat[0) = / Fpdpl £ (0) F(0)S(p — o) = / Pl ) <oo.  (33)

Anche il campo ¢(x) va interpretato come una distribuzione a valori operatoriali:

br = / & F(@)p(a0, 7) = ds(°) . (3.4)

(Il campo ¢ una media sullo spazio 3-d). Quindi ad esempio le relazioni di commutazione
a tempi uguali: .

[¢($0, f)7 ¢($07 g)] = _25(3) (f - g) ) (35)
va interpretata come

6706, = =1 [ @939 ~ Paady = 1 [ f@g()d (3.6)

che esiste.
Definiamo trasformata di Fourier di una distribuzione D(z):

/ T D) k) = / " D@)f)|, (3.7)
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dove f(w) ¢ lantitrasformata di f(k). Ora in generale la trasformata di Fourier di una
funzione a supporto compatto non e a supporto compatto. Al contrario la trasformata di
Fourier di una funzione a decrescita rapida e a decrescita rapida. Scegliamo come spazio
delle funzioni di prova le funzioni temperate, funzioni che ti crescono piu velocemente

di ogni potenza inversa.
Riconsideriamo la funzione a due punti: (0|O(x)O(y)[0) =, [(0]O(0)|n)|2e~Hz=9)x
e valutiamola come distribuzione:

/f 7)0[0@)0(y)[0)d*zd®y =Y " [(0[OO)|n)Pe ™I F(F)g (), (3.8)

dove f(P,) e §*(P,) vanno a zero rapidamente.
Come abbiamo visto lo spettro di energia della teoria e:

E

sz//

3\
39|

Fissiamo un impulso massimo P,,... Per 2° = 9" la somma & divergente perche ho
infinitistati possibili con P, = Ppax. Se invece di integrare in d3x integro in d*z ottengo

Z [(0[0(0)n) P F(P)g* () . (3.9)

e la somma puod convergere.
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Chapter 4

Matrice S e formule di riduzione

L’esperimento tipico in fisica delle particelle ¢ quello in cui molte particelle partendo
da una distanza macroscopicamente grande, interagiscono in una regione microscopica-
mente piccola, dopodiché i prodotti dell’interazione si allontanano di nuovo verso distanze
macroscopicamente grandi. Gli stati fisici prima e dopo la collisione consistono di par-
ticelle che sono cosi lontane da essere praticamente non interagenti, cosi da poter essere
descritti come prodotto diretto di stati a una particella. In questo tipo di esperimento
quello che viene misurato e la distribuzione di probabilita o sezione d’urto per transizioni
tra stati iniziali e finali di particelle distanti ed effettivamente non interagenti.

4.1 Stati IN e stati OUT

Uno stato consistente di molte particelle non-interagenti puo essere considerato come
uno che trasforma sotto il gruppo di Lorentz inomogeneo come un prodotto diretto di
stati a 1-particella. Per etichettare gli stati a 1-particella usiamo i loro quadrimpulsi p*,
componente z dello spin e un indice discreto n per il tipo di particella che include una
specificazione della sua massa, spin, carica, etc.

La regola di trasformazione generale sara:

__—wau(Ap1)*—a, (Ap2)H—... (J1)
U<A7a)qu)pl,al,nl;pg,ag,ng;... =€ . . Mglgé"'wApl,Ull,TLI1§AP2,U/2,”2§~-- . (41)

In breve

U(A, a)pe = 6_mu(APM)M@Z)Aa . (4.2)

Con la condizione di normalizzazione covariante
(borltha) = (27)2Ba0%(a = o) (4.3)
Inoltre v, € un autostato dell’energia:
Hi, = Eot), (4.4)

con F, uguale alla somma delle energie a 1-particella
E, =pl+py+ ... (4.5)

Evidentemente la regola di trasformazione precedente si applica anche nei processi di
scattering ai tempi t — f+00. Come abbiamo detto in un esperimento di scattering tipico
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cominciamo con particelle al tempo ¢ — —oo cosi lontane da essere non ancora interagenti
e finiamo con particelle a ¢ — 400 cosi lontane da aver cessato di interagire. Abbiamo
quindi non uno, ma due insiemi di stati che trasformano come una collezione di particelle
libere.

Definiamo stati in ¥ e stati out 92" come quegli stati che contengono le particelle
descritte dell’indice « se le misure sono effettuate rispettivamente at — —oco o at — +oo.
Dobbiamo precisare che, poiche utilizziamo la rappresentazione di Heisenberg, i vettori
di stato non cambiano col tempo cosicché 1™/°™ non sono i limiti per t — +oo di un
vettore di stato dipendente dal tempo ().

Gli stati in e out formano separatamente una base completa nello spazio di Hilbert
fisico. Questo implica che ogni stato fisico dello spazio di Hilbert puo essere costruito
come una sovrapposizione sia di stati in che di stati out. Se esistono stati legati stabili
questi devono essere inclusi nell’insieme completo di stati. Lo stato di vuoto coincidere
le due basi: |0,in) = |0, out). Anche gli stati a 1-particella coincidono: |p,in) = |p, out)
poiche prendiamo come stati asintotici solo particelle stabili.

In accordo ai postulati della meccanica quantistica I’ampiezza:

(B, out|a, in) | (4.6)

determina la probabilita che uno stato in, |a,in), a ¢ = —oo sara misurato come uno
stato |8, out) al tempo t = 4o0.

La base in (out) & costruita applicando successivamente (a")™ (o (a')™) allo stato
vuoto. Ovviamente

[a;n7 (a;)in] = 5(]7_};;) ) (4 7)
[a2™, (al)"] = (7 — ') |
mentre
(@™ aS] =7, (4.8)

p o “p
in generale e complicata.
L’invarianza di Lorentz ci dice che

(q1y s @3 OULIDL, <oy Do D) = F(Q1y ey Gy D1y ooy Prn) =
= (g1, .y @n; 0ut|UT(A)U(A)|pr, .-, ps In) =
0 g U )A(ﬂ ' ) (4.9)

= (Aqi, ..., Agn; 0ut|Apy, ..., App; in) =
- F(AQIayAQHaAphaApm) )

ciot F' & funzione solo degli invarianti p; - q;, p?, ¢2.
Possiamo associare a questi stati asintotici i campi asintoticamente (t — Fo00) liberi
$™/°"*(z) ch soddisfano 1'equazione di Klein-Gordon(m ¢ la massa fisica):

(O 4 m?)dim(z) =0, (410
(D + m2)¢zout(x) = VU, .
che possono essere espansi nella base delle onde piane:
d3p ~ in/out —1pT ~’i’ in/out 1T
Pin,out (T) = m |:a/p e Fay e ] . (4.11)
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Per poter valutare quantita fisicamente rilevanti dobbiamo in qualche modo poter
collegare I'operatore di campo ¢(z) completo (interagente) ai campi asintotici. ¢(x) e il
campo interpolante. Vogliamo capire in che modo:

lim  ¢(x) — ¢ (z) . (4.12)

20— 400

Innanzitutto un campo interagente soddisfa un’equazione di campo non lineare del tipo:

(@ +m*)o(x) = j(x) , (4.13)

dove la sorgente j(x) & un operatore locale che dipende da gz@(x) Inoltre j(z) conterra
un termine che tiene conto dell’uso della massa fisica m invece che della massa nuda my.
Tale termine e del tipo:

Jom(@) = (m? = m2) (@) = —5m?(x) . (4.14)

L’equazione differenziale puo essere formalmente risolta usando le funzioni di Green, per
cul avremo:

d(x) = dwm(z) + /d4a:/AR(x —2')j(x") ,

(4.15)
(2) = () + [ @' Ba — (')
dove / o 0
Ap(x —2') =0 se x° <a",
e =) o (4.16
Ap(z—2")=0 se = >z".
Se la sorgente agisse solo per un intervallo di tempo finito, cioe
jx)=0 per [t|>T, (4.17)
potremmo dedurre immediatamente che
Jim o(z) = () ,
zY——o00
' (4.18)
Tim 6(z) = dour(a)
¥ —+00

che segue semplicemente dalle caratteristiche di causalita dei propagatori avanzati e ri-
tardati. Ovviamente questa condizione non puo essere soddisfatta in generale a causa
dell’autointerazione (che in teoria delle perturbazioni ¢ descritta in termini di emissione
e riassorbimento di quanti virtuali del campo) che non puo essere spenta, cosicché il
contributo della secondo termine in (4.15) non si annullera mai completamente.

Potremmo indebolire la condizione di limite e postulare una proporzionalita con
I'operatore di campo asintotico del tipo:

Jim_0(a) = VZu(a)

lim  ¢(z) = VZ¢ou(z)

0 —+o00

(4.19)

dove Z ha il significato di una costante di rinormalizzazione. In assenza di interazione
avremmo banalmente Z = 1. Nel caso generale v/ Z ha un semplice significato intuitivo:
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essa descrive 'ampiezza di probabilita che I'operatore é(x) crei uno stato di singola
particella quando applicato al vuoto. Infatti:

(Llo()]0) = VZ({1|¢in(2)(0) - (4.20)

Comunque a causa dell’interazione 'operatore ¢(x) puo anche creare stati a molte parti-
celle complicati e quindi il valore della costante Z deve essere compreso fra 0 e 1:

0<Z<1. (4.21)

Questo si puo vedere facilmente usando una rappresentazione spettrale per la funzione di
Weightman a due punti costruita con l'operatore ¢(z). (Greiner 289).

Ancora non abbiamo pero una descrizione soddisfacente del comportamento asin-
totico dell’operatore di campo. Infatti la condizione Z # 1 contraddice immediatamente
le relazioni di commutazione a tempi uguali. Infatti poiche anche gli operatori ¢, ()
soddisfano le relazioni di commutazione a tempi uguali ci aspettiamo che:

Jim (6%, 2),6(%, )] = 69T ~5) = Zlow (2, 7), (e, 7)) = Z6DT-7) , (4.22)
da cui Z = 1.

Per risolvere il dilemma dobbiamo definire cosa intendiamo per convergenza di una
successione di operatori.

Se abbiamo una successione di operatori O; diciamo che O; converge in norma (con-
vergenza forte) all’operatore O per i — oo se O;1) tende a O per ogni vettore 1 nello
spazio di Hilbert H, cioe:

lim |0 —OY||=0 Yy eH, (4.23)
1—00
dove nel nostro caso la norma ||...|| & quella indotta dal prodotto scalare. Questa con-

dizione risulta pero troppo restrittiva e quindi definiamo una convergenza operatoriale
debole nel senso che:

lim ((x[O:fe) — (x[O[6) =0 ¥ x weH . (124)

In questo modo solo gli elementi di matrice della successione di operatori O; devono ten-
dere all’elemento di matrice dell’operatore O. Questa condizione risulta essere sufficiente
per i nostri scopi poiché le osservabili fisiche sono descritte proprio da elementi di matrice
(al quadrato). Matematicamente questa condizione & comunque piu debole della con-
vergenza in norma se consideriamo uno spazio di Hilbert infinito-dimensionale. Infatti
consideriamo:

1(0; — O)|)|I> = ([(O] — ON)(0; — O)|yp) =
=Y (|0} = O"[x)(x|0i — Ol¢) =

X

=3 1wlo: - Ol -

X

(4.25)

Se la successione O; converge in norma all’operatore O la somma tende a 0 e quindi
ciascun termine tende a zero poiché la somma e definita positiva. L’inverso non e vero
in generale. Poiché la somma ¢ infinita ’annullarsi dei singoli termini non implica che
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la somma stessa si annulli se la convergenza ¢ non uniforme. Quindi la condizione
asintotica per l'operatore di campo deve essere formulata nel senso di una convergenza
operatoriale debole:

Jim_0lo(a)la) = VZ(plou(a)la) ¥ ), [b) € H

lim (b|¢(z)|a) = VZ(b|poui(z)|a) ¥ |a),[b) € H .

z0—+o0

(4.26)

In questo modo non incontriamo la contraddizione precedente quando prendiamo il com-
mutatore degli operatori di campo. Infatti se usiamo questo criterio di convergenza
debole, i limiti A; — A e B; — B non implicano che il prodotto di operatori A;B; tende
a AB e dunque il ragionamento precedente non e applicabile.

Rigorosamente anche questo limite ¢ matematicamente non corretto poiché gli ele-
menti di matrice sono funzioni oscillanti del tempo che non possiedono un limite ben
definito.

Ricordiamo che nel caso dell’equazione di Klein-Gordon (00 + m?)¢(x) = 0 possiamo
definire il prodotto scalare di due funzioni d’onda di Klein-Gordon ¢;(z) e ¢o(z) (che
non ¢ strettamente un prodotto scalare poiché non e definito positivo) come:

(61(x), da(2)) = ¢ / g, 7) oy, 7) | (4.27)

Ora se prendiamo un sistema di onde piane normalizzate:

—ipx

fola) = e |
(QW);;Q/gzg (4.28)

o= Gy

queste formano un insieme ortonormale rispetto al prodotto scalare:
(fpnfm) = 53(p_i _p_é> )

(fors fp2) =0, (4.29)
(fpu f) = =0° (01 — 12) -

Quindi proiettando i campi asintotici su f, o f, otteniamo:

(fp: Pm) = @, (4.30)
_(f;,gbin) = a;m :
(Usando le equazioni del moto e un’integrazione per parti si puo mostrare che a;n, a;f,i“

sono indipendenti dal tempo).
Ora se prendiamo un pacchetto d’onda sovrapponendo solo onde a frequenza positiva

avremo: _
sy Pin) — am)
(fz: Qb ) {in (431)
_(fp7¢in) :af .
Avremo
&J}in\()) = —z/dgxf(xo,f)%qﬁm(xo,f)m) . (4.32)
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Ovviamente anche f(2°, Z) soddisfa 'equazione di Klein-Gordon (O + m?) f(z) = 0.
Se in generale prendiamo una sovrapposizione di soluzioni sia ad energia positiva che
negativa avremo:

(f,0") = o} . (4.33)
Possiamo dimostrare che i campi asintotici proiettati su pacchetti d’onda soluzioni dell’equazione
di Klein-Gordon sono in realta indipendenti dal tempo. Infatti

Dot = 19 / P f* (20, 7) 0y din(a®, 7) = 1 / B [P — (021" )a] =
=1 [ @ [ (@) ~ (V2 = m)fon] =
= z/d3a: [[5(05 = V2 +m®) o] =
—o [ @ @m0,

(4.34)

dove il penultimo passaggio si ottiene integrando 2 volte per parti.
I1 campo interpolante (interagente) proiettato sul pacchetto d’onda sara:

che in generale dipende dal tempo. Nonostante cio gli elementi di matrice tendono asin-
toticamente ad un valore costante. Infatti una volta che abbiamo proiettato i campi sul
pacchetto d’onda il limite:

lim (bloy(z°)|a) = VZ (b6} |a)

20— 400

(4.36)

¢ ben definito.

4.2 Formula di riduzione

E facile vedere che la costante Z che appare nel limite asintotico ¢ proprio uguale alla
costante Z che abbiamo trovato nella rappresentazione spettrale della funzione a 2 punti
di Weightman.

Consideriamo l'elemento di matrice di ¢;(2°) tra il vuoto e lo stato ad 1 particella:

Olos(e)) =1 [ s )% Olota) ) ~
= Z/d?’%f (%) 5 (0] p(0)e P [p) =

A

:Z/ & f*(x) B e~ (0]¢(0)[7) =
— Z@ /d3 ) e

3/2

(4.37)

D’altra parte
<0|¢1nout|~> — d3l’f*(I)<a_0><O|¢in’OUt( )|Z“)’> — ( )3/2 /d3xf*<x)(a_0>elp$ . (438)
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Ora il prodotto scalare
A
/d?’a:f*(x) Oge % (4.39)

e il prodotto scalare di 2 soluzioni dell’equazione di Klein-Gordon e quindi ¢ indipendente
dal tempo. Allora:

Z/ t,in
i 0167 = 7 [ g )8 e = V0l 1) =

\/_<0|¢0ut1n|~> (440)
—\Z'=7Z|.
Consideriamo ’ampiezza
<QI,Q27OUt|plap271n> 3 (441)
con pi1, P2 # q1, ¢2- Evidentemente
q1, g2, out|py, p2, in) = (g1, g2, out|a,’[ps, in
(01,02 0tlpr, o, ) = (g1, gt ) = i
(@1, g2, out| @} |ps, in) + <Q1,Q270Ut’ahn — af™|py, in) .
Ora
, g2, out aT Ut g, in 0, out aTOUtaoutaTOUt ,in) =
(01,2 | P2, in) = ( | |p2, in) (4.43)

{q1, out|pa, in)0° (G — P1) + (g, out|ps,in)é*(qy — p1) =0,

perche py # qi, Go.

Assumere che tutti gli impulsi delle particelle corrispondenti a stati in e out siano
differenti equivale a tralasciare quei processi in cui qualcuna delle particelle ”passa indis-
turbata” senza partecipare alla diffusione. Possiamo chiaramente anche includere questi
termini facilmente poiché essi sono semplicemente gli elementi della matrice S con un
numero ridotto di particelle.

Ora sappiamo che
in 3, (N7 in
ap =1 dfffp@)aoﬁb (l’) )
o (4.44)
ay“ = —z/d?’xfp(.r) Oy ()

dove ¢™(z) & reale. Quindi

: N ou in :
<QIaQ270ut|p17p271n> = Z/d3$fp1($) a0 <q17qQ70Ut|¢ t(x) - ¢ (x)|p271n> -

—z( lim — lim )%/d3xfp1(x)3o>(q1,qg,out\¢(:c)]p2,in> =

20—+00 20—-—c0

- — / 4 [ £ (2) 0 (g1, @2, o0t | 6() s, )]
(4.45)

Possiamo prendere come campo interpolante un campo qualsiasi avendo cura di cambiare
opportunamente la costante Z.
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Procedendo ulteriormente avremo:
<Q1, q2, Ollt|p1,pg, in)

\/—/d4 fpl <Q17QQvoUt|¢< )’p27in> - (agfpl(x)) <Q17QQ70ut’¢(x)|p27in>} =
\/—/d4 fpl <Q1 Q2aOUt|¢( )|p2,in) + (m2 - A)fpl(x)<Q17q2>out‘¢(x>’p27in>] =
-+ [ 5 @O + )0 g2, 00t 6(0) s n) =

\/_/d4l’fp1 <QI7QQ=OUt’¢( )|p2,in) )

(4.46)
dove K, = [, + m? (con m la massa fisica) e abbiamo integrato (m? — A) per parti su
d*x.

Ora valutiamo (g, g2, out|¢(x)|p2,in):
<q17 4z, out\qﬁ(x) ’p27 1n> - <Q2> out\ag;“gb(x) ‘p27 1I1> =

= <Q270Ut|¢($)aiq?‘p2,in> + (g2, out|ag () — ¢(r)a;‘i\p2,in> :
(4.47)

Ora )
(g2, 0ut|¢(x)ay |p2, in) = (g2, out|¢(z)ar al™|0,in) =

= (a2, out|d()ay), '] + af, a0, in) = (4.48)

(11’ P2 P2 q1
= 6*(q1 — P2) (g2, out|¢(2)]0,in) = 0 ,
perche ¢q; # po. Quindi:
<QI7 q2, out|¢(x)\p2, 11’1> = <QZ7 OUt’a(;llt(b(x) - (ﬁ(x)alqri |p27 1n> =

— / By L (1) B (g2 ot 6™ (1) () — ()™ (y) [pay in) =

B é yol—ig-loo/dgyf;l (y><£<q2’ 0ut|¢(y)¢($)\p2, in}—

= Jlim [ d% 5, (v) 0 (g2, 0utlo (@) o (y)|pa, in) | =

= LZ yl_l)m (a2, out|oy,, (y”)d(x)|p2, in) _yol—i}?oo<q2’0ut|¢(x)¢fql (yo)!pg,in>] _

= LZ " 1_1)m <q27 Out|T [¢fq1< )(b(l')} ’pg, 1n> — yol—igzloo<q2’ OUtlT [¢<x)¢fq1 (yo)} ‘pQ’ 1n>]
| (4.49)

e ancora

\/_/d4y8yo n( 51,; (qo, out|T [o(x)o(y)] |p2,in>> —
l T/ " [f 5 )02, (a2 T [0L0)00)] [ i) = (32,5, 9)) (g o0t T [6(0)0)] |m,in>]

-+ / £ (9) Ky g2, out| T [6(2)$(y)] [pay im)
(4.50)
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Riassumendo:
. (4 - .
<q17 q2, OUt|p17p27 1Il> = ﬁ /d4xfp1 (m)Kx<(I1> q2, OUt|¢<m)|p27 1n> )

(41, 42, 0ut|p () [ps, in) = ﬁ / d'y fr, () Ky gz, out| T [¢(2)d(y)] |ps, in) |

(g1, ga, outlpr, pay in) = (ﬁ) [ dsta@R, [ty ()R, o, outl T (62000 [ in)
(4.51)

Continuando a ridurre otteniamo la formula finale

<Q1a 42, Out|plap27 1n> =

(ﬁ) / dhad yd"zd"w fp, (1) f (1) £, () 3, () Ko Ky KK O[T [6() () é(2)é(w)] [0)

Consideriamo la funzione di Weightman a 2 punti (4.52)
OA@)B(0)]0) = Asp() )
con A e B operatori locali scalari. Poiché
A(Az) = U(N)A(z)UT(A) |
B(0) = U(A)B(O)U'(A) , (4.54)

allora:

(0]A(AZ)B(0)|0) = Aap(Az) = (O[U(A)A(x)UT(A)B(0)[0) = (0]A() B(0)[0) = Aup() ,

(4.55)
e quindi le funzioni di Weightman sono invarianti di Lorentz. Se prendiamo una
trasformazione di Lorentz infinitesima avremo:

Ax = AV o" =2t + "z, e = —e"t |
0
— Aap(a! +€"x,) = Aup(x) + =—Aup(x)e”r, = Ayp(x) , (4.56)

ozt
— (0 Aap(x)) ez, =0 .
Poiché " ¢ antisimmetrico avremo
(2,0, — 2,0,) Aap(x)e"” =0, (4.57)

e poiché " ¢ arbitrario e i 6 parametri della trasformazione sono indipendenti avremo:

(2,0, — x,0,) Aap(x) = 0], (4.58)

condizione che assicura 'invarianza di Lorentz di Asp(x).

Definiamo il 7-prodotto come
O]T [A(2)B(0)]]0) = (") Aap(x) — (—2°) Aap(x) . (4.59)
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Dalla condizione di invarianza della funzione di Weightman:
(2,0, — 2,0,) Aap(x) =0, (4.60)
vediamo che c¢’e un problema quando p = 0 oppure v = 0. Infatti:

(200; — :00) (0T [A(z)B(0)][0) = (200; — 2:;0) [0(z") A up(z) — 6(—2")Aap(z)] =
= 200(2))0; A ap (1) + 200(—2°)0iApa(x) — 2:6(2°) A up(z) — 2,6(2°) 0o A sp(z)—

— 2:6(—2") Apa(r) — 2,0(—2°)0gApa(x) = —2:0(x°) A ap(z) + 2:6(2°) Apa(z) =

= 2;0(2") [Apa(@) — Aap(z)]

(4.61)
allora:
(200 — i) (O] [A(2) B(0)] 0) = —:0(a"){0] [A(), B(0)] |0) | (4.62)
Ora
6(2°) (01 [A(2), B(0)] o) = 5(="){0] [ A(0,7), B(0,0)] |0) . (4.63)
ma il commutatore a tempi uguali
A(o,f),B(o,ﬁ)] ~0, (4.64)

perche la separazione e di tipo spazio.

Quando ¥ — 0, il commutatore non puo comportarsi come una delta di Dirac o una
derivata di ordine arbitrario della delta. (In generale non possiamo sapere se € un c-
numero o un operatore. Assumeremo che sia un c-numero). La possibilita piu generale &
che sia una combinazione lineare arbitraria di delta e delle sue derivate.

Quindi ad esempio:

(01 [A4(0,2), B©,0)] 10) = c00(@) . (1.65)
ma A
—2'6(2°)ced (7) = 0 . (4.66)
Oppure
(0| [A(o, 7), B0, 6)] 10) = 1 A §(F) - (4.67)
(Non ci puo essere 0;0(Z) perche deve essere scalare). Dall'identita
7'5(%) =0,
9; (2'0(2)) = 676(Z) 4+ 2'076(7) , (4.68)
9;0; (2'6(2)) = 0;0(Z) + 9'0(T) + 2" A 6(F) =0, '
— 20i6(7) = —a" A §(%) ,
e quindi
—2'5(2%)c; A §(F) = 28(2°)c,0°6(%) | (4.69)

e diverso da zero. In questo modo il T-prodotto non soddisfa la condizione di covarianza
relativistica. Questo viene dal fatto che il prodotto di due distribuzioni singolari puo non
essere ben definito.
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Diamo una definizione di T-prodotto che soddisfa le giuste condizioni di invarianza:

(07" [A(2) B(0)]10) = (O[T [A(2) B(0)] |0) + ad(z")d(Z) , (4.70)
(scelgo una distribuzione che ¢ singolare dove 7T ¢ singolare). Applicando

(200; — 2:00) (O] T* [A(x)B(0)] |0} = 2¢,6(°)d'0() + ax’ (2°)d'0 () =
= 2¢10(2°)0'8(%) — ad(2°)0"0(T) = (4.71)
= (2c1 — a)d(2")0'8(2)

avendo usato:
2% (2°) =0 — 6(2°) +2°(2°) =0 — 2°0'(2") = —-5(2°) . (4.72)

Scegliendo o = 2¢; otteniamo zero e quindi un oggetto che soddisfa la condizione di
invarianza relativistica.

Occorre verificare che usando 7* la fisica non cambia. Questo si puo verificare ad
esempio nella rappresentazione spettrale:

V7
(OIT* [A@) BO)) ) = 55— +/...+ b (5] . (4.73)
e quindi il polo rimane in ¢? = m?.

Anche nelle formule di riduzione 7* non cambia il risultato fisico poiche differisce da
T solo per un termine che ha supporto nel solo punto ¢ = 0, mentre le formule sono
sensibili solo ai tempi ¢t — do0o. In effetti si potrebbe regolarizzare direttamente la 6(z°)
in modo da non avere singolarita.
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Chapter 5

Integrale funzionale

Definiamo il funzionale generatore delle funzioni di Green come:

Z[J] = Z%/d4x1...d4xn<ow[¢(a;1)...¢(xn)] 0YJ (7). () | - (5.1)

Per estrarre le funzioni di Green dal funzionale generatore dobbiamo ricorrere alla derivata
funzionale.
In generale dato un funzionale F[Q)] definiamo la derivata funzionale di F' come:

o) =l ¢ [FIQW) + e )] = FQW)] (5:2)
Ad esempio se F|Q] = [ dr'Q(a")f(a') allora F[Q + €8] sara dato da:
FIQ+ed] = [ ' (@) + eb(a — ) f(a') = FIQ) + ef (@) (5.
o PO _ pa) . (5.4)
N 0Q(z)

ﬂ@=/m@WWf—m=mm,

FlQ +€d] = /dx'Q(x')(S(x' —z)+e(y—a)o(a —x)=FQl+ed(y—z), (5.5)

IFIQ] _ 6Q(x)
6Q(y)  0Q(y)

€ alcora se

FlQ] = el Q@) f(z)dx

?

FQ + €8] = o Q@@ @iz _ R0l

— lim1 [F[Q + 0] — F[Q]] = lim EF[Q] (eef(y) _ 1) _

0 ¢ e (5.6)
= lim ~F[Q)] (ef(y) +O(*) = fF(WFIQ) ,
OFIQ] _ 4\ T 0@ f(@)d
= 500 f) :
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Quindi con questa definizione di derivata funzionale la funzione di Green a n punti
puo essere ricavata del funzionale generatore come la derivata funzionale n-esima:

" Z[J]
8J(xy)...0J(z1)

O[T [(21)-- ()] [0) = (=2)" (5.7)

J=0

Facciamo un altro esempio:

F[J] = o dedyJ (z)A(z,y)J (v) :

F[J + €d] = exp [/ dxdy(J(z) + ed(xz — 2))A(z,y)(J(y) + ed(y — z))} =

= F[J]exp [/ drdyed(x — 2)A(x, y)J(y)} exp {/ drxdyJ(z)A(z,y)ed(y — 2) + O(*) |

€—>

= 50~ TV ““%_% {6 / dyA(z,y)J(y) + ¢ / daJ () Az, z)} -

_ FlJ] [ / dyA(z )T () + / de(x)A(:p,z)] |
(5.8)

Se A(z,y) = A(y, x) & simmetrica allora

S el oo

Notiamo che il funzional generatore ¢ definito solo per le funzioni di Green che sono
simmetriche in 1y, ..., z,, ma non per le funzioni di Weightmann.
Il funzionale generatore puo essere scritto sotto forma di integrale funzionale:

Z1J) = / [pglerS@r+t] dal@@) (5.10)

Questa espressione ha carattere puramente formale e occorre definirla in qualche modo
per poterla calcolare.

Consideriamo la funzione di Green a 2 punti (0|7 [¢(x)¢(y)] |0) e prendiamo x° > ¢°.
Inserendo un insieme completo di stati asintotici otteniamo:

(OT [p(x)d()] [0) = > _(0]e* 60, 2)e ™" n) (n|e" ™" ¢(0, )e " |0) =

- 5.11
— $70[6(0, 2)|n) (n](0, 7)|0ye B (5.11)

Prolunghiamo analiticamente questa funzione nel piano della variabile complessa tempo-
rale al modo seguente:
20 — 2% (5.12)

cosicche
e @)y exp [—1E, (2" — y°)e”’] = ey cos Bty sind (5.13)

Ora se sinf > 0 la somma su n diverge. Ma se sinf < 0 ’esponenziale decrescente
aggiunge un fattore di convergenza.
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Consideriamo il propagatore della teoria libera:

2 ew@=y)
1Ap(z —y) = L /c . m2d D . (5.14)
F

Se prolunghiamo analiticamente nel piano complesso della variabile z°:

10

2" =247 con x4 reale (5.15)

otteniamo una funzione 1Ay(z°) che si riduce a 1Ap(z°) per § — 0. Se sostituiamo
banalmente 2° = x4 nell’espressione del propagatore otteniamo un integrali divergente
non ben definito. Per definire opportunamente il prolungamento analitico dobbiamo
modificare anche il cammino di integrazione ruotandolo in senso opposto. In sostanza
contemporaneamente alla sostituzione z° = x4 dobbiamo effettuare la sostituzione
p° = pse'? con py reale. Quindi avremo

( 0) 2 /+oo pPata z@d (5 16)
WN\y(z)) = e . .
4 (2m)* J_ pPe?d — wg P
Per 6 = 5 avremo
A L d* e 5.17
p(we) = (27?)4/ pEp2E+m2 ’ (5.17)

dove
PETE = PaZa + P T = (_ZPO)(WO)+ﬁ'f:p0$0+ﬁ'f7ép'f )

PE = (p47ﬁ) = (_Zp07ﬁ) 9 (518)
Pr=pi+0"= -+ —p .

Prescrizione per la rotazione di Wick:

rq = 12",

0 (5.19)
Py = —1p

Consideriamo ora il funzionale generatore
210 = / 156] exp [zsw) +e / d%J(m)gb(x)] , (5.20)
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\D Re(p”) Re(p?)

e prolunghiamolo analiticamente nell’euclideo. L’azione:

S = % / d'z (a%a% — 3¢ - Dp — m2¢? — go¢4) :

va sostituita con

o o 0 0490 s _ _ a4 iod
8m0_8(—zx0)_28x4 = 0006 =-0¢5¢,

quindi
5 [ e (9,00,6 + mio? + ") = 1S
(§]
S — e7°F
allora
Zel) = [Gdlexp [—sz») -/ d4xEJ<x>¢<x>] ,
ossia

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

ZolJ] = / [56] exp {—% / A5 (0,00, + m2d® + 900" + / d4xEJ<x>¢(x)]  (5.26)

Dobbiamo ancora definire 'integrale funzionale, ovvero dare una procedura per cal-
colarlo. Lo definiamo come limite di un integrale finito dimensionale. Supponiamo di
sostituire allo spazio-tempo un reticolo finito di passo a. I punti del reticolo saranno

identificati con
= nta = a(ny, ng, ng, ny) .

32

(5.27)



Alla derivata sostituiamo la loro forma discretizzata:

oz + ant) — p(at — ant)

0, = 5.28
1 2a ) ( )
dove n* e la direzione di x*. Quindi
. (a,Va)
ZplJ] = Jim_lim Z{V[) (5.20)
dove
Z@voLy / [ do(z*)exp [—a4z ( 0,0)* + m0¢2 + goo* — ng)] . (5.30)
neVy

Questo integrale esiste se gy > 0. Il problema ¢ dimostrare che esistono i due limiti a — 0
e Vy — oo. Il limite V; — oo ¢ sostanzialmente un limite termodinamico ed € sotto
controllo. Il limite difficile ¢ @ — 0. Notiamo subito che poiche —% > p < = allora a!
e un cut-off sugli impulsi.

Quello che ci interessa ¢ che le funzioni di Green siano ben definite (non divergenti) nel
limite a — 0. Questo e possibile se la teoria ¢ rinormalizzabile. Ovvero se consideriamo
mg e go come funzioni del passo reticolare a e nel limite a — 0 riusciamo a scegliere queste
funzioni cosicche le funzione di Green sono finite in questo limite allora la teoria di campo
sara rinormalizzabile.

Supponiamo di aver calcolato un osservabile ¢1(go, mg, a). Assegnamo a ¢, il valore
sperimentale:

eXp = ¢1(mo, go, a) . (5.31)

Questa equazione stabilisce un legame fra mgy e go. Calcolando un’altra osservabile
¢2(mo, go, a) ed uguagliandolo ad un secondo valore sperimentale

e P = = ¢2(mo, go, a) , (5.32)

potremo ricavare mg e go come funzioni di

mo = mo( eXp7 gxp’ a) )
exp exp (533)
go = gO( y Po 7(1) .
A questo punto potremmo predire:
eXp ¢3(m0’ 9o, a ) F3( exp? ’iXP’ CL) . (534)

Il limite si fa per a — 0 a ¢77 e ¢5™" fissati e non a mg e go fissati.

Come abbiamo visto le funzioni di Green possono essere ottenute come le derivate
funzionali del funzionale generatore:

5n

) ST 5 2!

= (0T [¢(21)...¢(xn)]|0) - (5.35)

J=0

Nel caso libero e semplice valutare esplicitamente il funzionale generatore:

219) = [ 166)exp {zw) o f J¢>} , (5.36)
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dove ] .
S(0) = 50u00" 6 — 5mié” . (5.37)

Valutiamo Z[J] nell’euclideo e poi prolunghiamo analiticamente il risultato in H,:

26l = [dlexp |~56(0) + [ dpstomoter)]|
1 1 (5.38)
- / 5 0u00, + §m8¢2 d'vp .
Valutiamo 'argomento dell’esponenziale:

1 | | 1
— / §au¢aﬂ¢ + §m3¢2 dirgp — Jp = / ~00,0,0 — §m(2)q§2 d'rg +Jo =
. 4 1 2 . _ 4 1 A —1 o l —1
/de2¢K¢ Jo = — | dep= <¢+K J> <¢+K J) SIET

(5.39)
dove K = —0,0,, + m} = — (0} + V?) + m2.
Cambiando variabile: ¢ = ¢ + K. la misura non cambia e otteniamo:
1 - 1 .
Zp|J] = exp (§/d4xE JK1J> /[5¢] exp (—§/d4xE ¢K¢>) : (5.40)

Ora

[6olex (—% [ e ¢K¢) -4 [Taotorex (—% ;qsfw) L (5a1)
e gaussiano. Ora

/ Hdmz exp( xlAU:cj) (5.42)

si risolve cambiando variabile:

Yi = OZ]J:] )
- (5.43)
Ty = Cijly] ;
dove C' & una matrice ortogonale, cosicche:
T Ay = Czk ykAz]Cl Y,
= uCir Ay Cllu (5.44)
= YpCridi Cl (7

=y ALy = Me(y)?

Formalmente:
1 4 2 N/2 ) /2
s¢lexp (—5 [ d'zs 0K o) = (2m) (det K) per N oo.  (5.45)

Quindi a parte questo fattore costante che eliminiamo con un’opportuna normalizzazione
otteniamo:

Zg|J] = exp (% / d*zp JK—1J> . (5.46)

34



Ora

K'J = /d4yE G(zrg —yr)J(yr) , (5.47)
e vale
KG(zp) = 6*(vg) . (5.48)
Ora ricordando che K = —8,0, + m§ e passando alla trasformata di Fourier troviamo:

(=00 +mg) / d'pp e"P"P G pp) = / d'pe (0% +m2) Glpg)e™="s =

(5.49)
[t e
allora
~ 1
Gpe) = 5,
1 .
G = [ d* WETE _____

Ora dobbiamo continuare analiticamente é(pE) nello spazio di Minkowski o equivalent-
mente G(zg). Per effettuare la continuazione analitica poniamo x4 = 1. Allora

1

—_— 5.51
p3+ p? + md (5:51)

G (1o, T) = /d4pE exp [zp‘%E(zg;O) +ap - j’]

Ponendo py = —py:

1
G(1xg, T :/—@d4 exp [1(—pg)a’ + 15 - 7 =
(120, T) D p[( o) P }—p3+}32—|—m3

[ L (552

2 2
pT —my

= 1Ap(x) .

Il cammino d’integrazione per p° va da —100 a +100 (perche l'integrale ¢ su py reale).
Possiamo deformare questo cammino, in accordo al teorema dei residui, fino all’asse reale
aggirando i poli opportunamente.
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Quindi il funzionale generatore minkowskiano sara

Zgp[J] = exp -%/d4$Ed4yEJ($E)G(93E - yE)‘](yE)] :
ZulJ] = exp % / diadiy ] (EhA(r — y)J(y)} _ (5.53)

= exp :—%/d4xd4yJ(:c)A(a: - y)J(y)} :

Calcolando la derivata del funzionale generatore rispetto a J(x) si ottengono le funzioni
di Green. Ad esempio per le funzioni di Green a 2 e 4 punti otteniamo:

(O[T [p(21)(22)]|0) = G(a1, 22) = 1AF (21 — 22) ,
<0|T[¢($1)¢($2)¢($3)¢($4)]|0> = G($17$2,$3,$4) =
= 1Ap(r] — 22)1Ap(x3 — 24)+ (5.54)
+1Ap(x; — x3)1Ap(re — 24)+
+ 1A p(z1 — 24 )1t Ap (T2 — T3) .

Diagrammaticamente:

1 X2 X1 X2 X1 X2
o——o

G($1,l’2,3§'3,$4) == + +

T3 T4 xT3 Ty T3 T4

In generale la funzione di Green a 2n punti sara il prodotto di n funzioni di Green a
2 punti disgiunte (con tutte le permutazioni possibili).

Conviene a questo punto considerare solo le funzioni di Green connesse, cioe quelle
che non possono essere ulteriormente fattorizzate nel prodotto di altre funzioni di Green
con numero minore di punti. Graficamente queste sono rappresentate da diagrammi in
cui tutti i vertici sono connessi tra loro.

Possiamo dimostrare che il funzionale definito da:

Z[J] =Wl (5.55)
e un funzionale generatore per le sole funzioni di Green connesse:

Gy o 0) = (O1T[6(@1)- (@) Oheomn = (=)™ MZ;‘{ Ef}(xl) . (550)

Nel nostro caso !
Wi = = [ dsdiyl(2)8s0e = 9)). (557

e la sola funzione di Green connessa ¢ quella a 2 punti:

G((:i)nn('ra y) - ZAF(ZE - y) . (558)
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Chapter 6

Interazione e teoria delle perturbazioni

Consideriamo una teoria di campo scalare con autointerazione del tipo descritto dalla
lagrangiana:

1 1 54 1.,
L= 5 u¢8u¢_§m0¢ _E)\¢ ) )‘>07
£:£0+£int-

(6.1)

Il funzionale generatore per questa teoria sara dato da

Z[J] = / [0¢)] exp (@ / d*zLo + Lins + ng) - / [0¢)et S ' #Eimt exp (z / d*zLy + ng) .
(6.2)

Espandendo in serie di Taylor il primo esponenziale troviamo

217 = / 56) i% [ / d4:c£mt(¢>rexp <z / Az Ly + ng) | (6.3)

n=0

Per procedere notiamo che se prendiamo la derivata funzionale dell’esponenziale rispetto
a J otteniamo:
0 ezfd4x’(LO+J(:p’)d>(z/)) _ Z¢(x)ezfd4m/(£0+J¢>) 7

0J(x)
5 rir s (6.4)
— —zmelf &' (Lo+Jd) _ ¢($)ezf #(Lo+T9)
e cosl la derivata funzionale seconda da:
52
(—2)2 ezfd4;p/(,co+J¢) — ¢(x)2@’fd4$/(ﬁo+=]¢) ' (6,5)

6J(x)?
Ad esempio se prendiamo n = 1 avremo:
/d4x£1(¢) exp [@/d@' (£0+J(x')q§(x'))} =

_ % A / d'z¢*(z) exp {z / dy' (Lo + J(x’)qs(:c’))] = (6.6)

- [t e [ [t €+ o]
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Quindi sostituendo ¢(z) — —z%(x) possiamo riscrivere il funzionale generatore come:

ZJ] = / [M]i@%ﬁ?j { / dia (=)t 5Ji1)4}nezf d'a!(Lo+79)

=0 . (6.7)
_ /[5¢] exp {_%/d%(_l)%ﬁxy} et ] 4 (Lot o) 6.7
Z[J] = exp {—% / d*x(—)* 5 J(Z‘)J ZolJ] |, (6.8)

dove Zy[J] ¢ il funzionale generatore della teoria libera. Le funzioni di Green si ottengono
come sempre prendendo le derivate funzionali del funzionale generatore.

Valutiamo il funzionale generatore al primo ordine in A:

ZJ] = {1 — Z—A' / d*x(—)* 6J(Z)4] ZolJ] = o)
=[-8 [ st ew [ [ dda@see - iw |
Per semplificare indichiamo:
WAp(r—y)= & —————— Y, (6.10)
Z/J(:B)dx = ~————— (6.11)

AR (0) = Q (6.12)

I\ / d'r = : (6.13)

Quindi

200 = {1 - Q/d‘lx(—z)“ i }eéH. (6.14)



Notiamo che

sy o = om0 = ([ e - g ) o,

(e—Y)=a — Y = 1Ap(z—vy),

(—2) 0 (o— ) = Q = 1Ar(0)

) )
0  lee Q ;0
e = + o— I e— I|e :

3 1 i 1
(—z)3 0 e2®® = QQQ—:C —|—<Q+o—xo—x)o—x}ezH

lo—o 1
)

= 3Qo—x+o—a:o—xo—x162

e 100 f
(—2)4 e%H: 3 + 69— T0— T+ 60— To— To— T o— I e;H.

(6.15)
Avremo

{ “/d%(—z)‘* X ]eéH: %[?()OM'JL'* IQ;H'

4l

Quindi all’ordine A:

Z[J] =

1 . 1 e e
1+§OO +37 +— ]e . (6.17)

(6.18)

In generale, Z[0] rappresenta la somma di tutti i diagrammi del tipo vuoto-vuoto, cioe
senza gambe esterne. Poiché abbiamo scelto una normalizzazione del funzional generatore
Z[0] = 1 si puo vedere che la somma di tutti i diagrammi vuoto-vuoto & identicamente
nulla e quindi li possiamo omettere del tutto nel calcolo ad esempio delle funzioni di
Green.
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Procediamo a calcolare le funzioni di Green al primo ordine perturbativo:

2 6 (5 _
G(x17$2) = <O|T[§b({[’1)¢($2)]|0> = (_Z) 6J($1) 5{](3;2)2[‘]} - -
. 0 1 1 1 le—e
619)

Valutiamo la prima derivata. Avremo 3 termini:

(<) ) <€§H+1.L‘€§o—o +i e;.—o) _

4 24

2 () 1 2 1 2 —
1

= xr — x — .4 _.L. €T S €T 2 .

(0— 2+4 2+24 :><+4 ~— 2+24><:0— 2)6

(6.20)
Prendendo la derivata seconda avremo
1 1
G(Il,l’g):(-Tl—l?—i‘élexQ—Fﬂ'll'S >< +
T i)
1 1 2 1 1 2
+14><o—x+1><::v To + &— Ty &— T1+
1 2 71 1 2 2 1
T X
RV T
5 2 1 5 1
T2
O )
+Z — Ty e— T + — — T2 0— T |e? )
4 24
J=0
(6.21)

da cul otteniamo

1
G(ZL’l,Ig) =T — X2 + 5 g L Zo |. (622)
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Esplicitamente

1
G(x1,20) = T1 — X2 +§ Ty L Ty =

, (6.23)
=1Ap(r1 — 22) + §1AF(O)(—Z)/\/1AF(x1 — ) Ap(r — x0)d*z =
1
=1Ap(r) — 19) — §AF(O))\/AF(3:1 — 2)Ap(z — z9)d*z .
Ora
2 e (T=y)
A —y) = iy —————— .24
2 F(x y) (27T)4/dpp2—m2+267 (6 )
quindi
_ ! 4 1 A2
Ar(0) = /d P~ A (6.25)

diverge quadraticamente.

Come abbiamo detto il funzionale generatore per le funzioni di Green connesse e
W[J] =1n Z[J]. Ovverosia:

;

1 1 leo—o
W ([J] =In Hi’j_‘*ﬂX]e; _
1 1 lo—e
— = — 2 = 6.26
In 1—}-4 +24 +1In e (6.26)

1 1 1

Ad esempio la funzione di Green connessa a 2 punti sara

32 WJ]

5 5
()50 ()

- <_’)5J(x1> (_Z)aj(xg)

J=0

G (1, 22) = W[ (6.27)

Ora

1 1 1
(—2) 0 ZW[J]=§-2.—x2+Z-2.j—x2+ﬂ-4><' + O\,
X2

(Sj(mg)
(6.28)
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)57 V57w

J J 1 4.
W] =21 — 22 ton L $2+2—43 >< + O(\?).
T i)

(6.29)

1
G(x1,@9) = T1 — T2 + 50 L Lo (6.30)

Quindi avremo:

che coincide con quella trovata precedentemente.
E’ facile ora calcolare anche la funzione di Green a 4-punti connessa:

J J J J
dJ(x1) 0J(x2) 0J(x3) 0J(24)

(_Z)(SJE;LI) [4.234.2 >< + O(\?)

X X2

3

G(x1, T9, x3,24) = (—1) W1J]

J=

0
Ty T3
= X +om)
I )

(6.31)

6.1 Diagrammi irriducibili a 1 particella (1P1)

Abbiamo visto che le funzioni di Gren a n-punti connesse G(x1, ..., ) hanno il vantaggio
di non contenere contributi che vengono banalmente dalla moltiplicazione di funzioni a
n-punti di ordine piu basso. In realta possiamo suddividere ulteriormente l'insieme dei
diagrammi connessi. Consideriamo ad esempio i diagrammi:

00 N ¢ o0

) Y

Questi diagrammi possono essere separati in due parti disgiunte tagliando una singola
linea interna e sono chiamati riducibili.
Consideriamo invece i diagrammi

4R\

& , /\O\/ . (6.33)

Questi diagrammi non possono essere separati in parti disgiunte tagliando una linea
interna e sono quindi irriducibili (1PI). L’irriducibilita a una particella & una proprieta
piu forte della connessione che ci dice che i diagrammi devono essere connessi in modo
non banale.
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6.2 Grado di divergenza superficiale

Consideriamo un diagramma con N, linee esterne, N; linee interne e V' vertici. Da ogni
vertice partono 4 linee e ogni linea interna connette 2 vertici quindi:

4V = E +21]. (6.34)

Per valutare il grado di divergenza superficiale di un diagramma ci occorre il numero
di integrazioni indipendenti sugli impulsi interni (loop). Ogni linea interna puo essere
associata ad un valore ¢;. Non tutti i ¢; sono indipendenti, infatti ad ogni vertice abbi-
amo una funzione § che assicura la conservazione dell’impulso al vertice. Una delle § e
semplicemente una condizione sulla conservazione dell’'impulso totale e quindi il numero
di integrali indipendenti (loops) é:

L=I-(V-1), (6.35)
e poiche I = (4V — E) avremo:
1 E E
L=V —E)=V+41=2V - -V41=V-C+1, (6.36)
e quindi
E
L:V—E—i—l. (6.37)

Il grado di divergenza superficiale di un diagramma ¢ il grado di divergenza dell’integrazione
sulla regione dello spazio degli impulsi in cui gli impulsi di tutte le linee interne vanno ad
infinito contemporaneamente. Quindi I'espressione per un diagramma ad L loops:

I

I, = /d4p1...d4pL [+ (6.38)

L1 p7 —m? e
quando p; — sp; con s > 1, diventa:
Iy~ st =0 (6.39)

Quindi il grado di divergenza superficiale di un diagramma a L loops é:
E
5:4L—ZI:4<V—§+1) +(E—4V) =4V —2E+ 4+ E — 4V | (6.40)

da cui otteniamo:
. (6.41)

Notiamo che se § > 0 il diagramma sara certamente divergente. Tuttavia se § < 0 il
diagramma potrebbe ancora essere divergente quando solo un sottoinsieme delle variabili
d’integrazione nello spazio degli impulsi vanno infinito. (Quando il diagramma contiene
qualche sottodiagramma divergente).

Nella teoria scalare con autointerazione \¢* il grado di divergenza superficiale di un
diagramma ¢ 6 = 4 — Fe non dipende dall’ordine perturbativo. Quindi i soli diagrammi
che divergono superficialmente sono:
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e funzione di Green a 2 punti - § = 2 - grado di divergenza superficiale uguale a 2,
ovvero divergenza quadratica.

e funzione di Green a 4 punti - 6 = 0 - divergenza logaritmica.

Le divergenze UV ottenute mediante la valutazione del grado di divergenza superficiale
esauriscono in sostanza le divergenze possibili. Precisamente, ci sara di sicuro qualche
diagramma con E > 4 divergente ma la divergenza e riconducibile ad una divergenza
superficiale (gia individuata mediante il conteggio precedente) di un sottodiagramma.

Le uniche divergenze della teoria ¢* relative alle funzioni a 2 e 4 punti possono es-
sere eliminate dal calcolo di una qualsiasi grandezza fisica, ad ogni ordine perturbativo,
mediante il procedimento di rinormalizzazione.

Possiamo subito intuire che e sufficiente considerare diagrammi connessi, poiche i
diagrammi non connessi sono sempre il prodotto di diagrammi connessi con un numero
inferiore di punti e quindi basta considerare le divergenze di diagrammi connessi. Ma
possiamo dire ancora di piu. Infatti tra i diagrammi connessi e sufficiente considerare
solo i diagrammi connessi 1PI per quanto riguarda le divergenze. Infatti dopotutto se
combiniamo sottodiagrammi 1PI per ottenere un diagramma riducibile non otterremo
nuove divergenze poiché i propagatori che connettono i pezzi irriducibili hanno impulsi
fissati. Quindi studieremo le divergenze UV della funzione a 2 punti 1PI e della funzione
a 4 punti 1PL

6.3 Rinormalizzazione

Poiché il numero di diagrammi divergenti e finito possiamo eliminare automaticamente le
divergenze attraverso una ridefinizione delle costanti fisiche e una rinormalizzazione dei
campi. Abbiamo visto che le sole funzioni divergenti superficialmente sono quelle a 2 e
4 punti. Ciascun programma divergera come A°. Se deriviamo d + 1 volte rispetto agli
impulsi esterni otteniamo quindi un’espressione finita. Quindi poiche la differenziazione
0+ 1 volte rende I'integrale finito segue che il contributo del diagramma puo essere scritto
come un polinomio di ordine  negli impulsi esterni con coefficienti divergenti pit1 un resto
finito. Cosi avremo per la funzione a N punti un comportamento del tipo:

0
Ay ~ > P (p)A + Ay (6.42)

=0

dove P(p) & un polinomio nell'impulso esterno di grado i e Ay & finito. Il punto essen-
ziale € che i termini divergenti in Ay corrispondono precisamente a vertici che possono
essere costruiti prendendo N potenze dei campi con ¢ derivate cosi da ottenere i poli-
nomi appropriati nell'impulso esterno e un accoppiamento che si comporta come A%~
Ad esempio Ay(p) ha § = 2 e i termini divergenti sono della forma cop? In(A) e oA

Il primo termine puo essere riprodotto con un vertice del tipo co ln(QA) (0,¢)?, mentre il

secondo con un vertice del tipo 00%2¢2. In generale il tipo di vertici che corrispondono
al termini divergenti sono precisamente della forma dei termini che sono permessi nella
piu generale interazione rinormalizzabile che possiamo scrivere per questi campi. Cosi
possiamo cancellare i termini divergenti modificando i coefficienti degli accoppiamenti
che appaiono nella lagrangiana originale. Quindi aggiungiamo dei controtermini, uno
per ciascuna divergenza in ciascun’ ampiezza divergente superficialmente, arrangiando i
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coefficienti per cancellare le divergenze dei diagrammi a 1-loop. Usando questa ”nuova”
lagrangiana (ch nuova non ) rinormalizzata, le ampiezza a 1-loop saranno finite. Ovvia-
mente la cancellazione delle divergenze ultraviolette richiede che gli accoppiamenti bare
divergano quando A — oo.

La lagrangiana sara

1

1
L= 2 = u¢0) mo% !/\0¢é =

= %( Outho)? — —m%ﬁ — Z)@é - %5m2¢(2) — %msg = (6.4
= f (0up)* — Sm*¢” — %AZ%‘* - %Zém%? —~ —Z25>\¢ =
= LRreN + £CONTROT. )
dove
om* =mi —m?* |
A=A — A, (6.44)

b0 =VZ .

Cosa succede all’ordine successivo? All’ordine corrispondente a 2-loop anche i diagrammi
convergenti primigeni (superficialmente) potrebbero divergere a causa di sottodiagrammi
divergenti. Ma questi sono sottodiagrammi divergenti a 1-loop che dovrebbero essere
finiti se abbiamo aggiustato attentamente i controtermini che abbiamo aggiunto. Quindi
o diagrammi convergenti superficialmente dovrebbero essere finiti. 1 diagrammi diver-
genti superficialmente divergeranno di nuovo come A%, ma queste divergenze nasceranno
sono dal diagramma come un tutto e non dai suoi sottodiagrammi. Dunque se di nuovo
deriviamo 0 + 1 volte rispetto agli impulsi esterni otteniamo un’espressione finita. I
termini divergenti saranno di nuovo polinomi negli impulsi esterni e possono essere can-
cellati aggiungendo controtermini alla lagrangiana originale del secondo ordine negli ac-
coppiamenti. Cosi modifichiamo di nuovo la lagrangiana bare assicurandoci che tutte le
ampiezze ad albero+1-loop+2-loop siano finite. Andiamo avanti cosi fino a stabilire che
con un’attenta modifica dei parametri nella lagrangiana originale possiamo rendere tutte
le ampiezze finite a tutti gli ordini in teoria delle pertubazioni.

Nella teoria del campo scalare con autointerazione A¢* abbiamo visto che le sole
ampiezze superficialmente divergenti sono quelle 2 e 4 punti. Dobbiamo imporre quindi
delle condizioni di finitezza su queste funzioni. Una scelta possibile sarebbe imporre ad
esempio che la funzione a 2 punti rinormalizzata soddisfi:

ARl (m*) =0,
d . _
d_q2AR1<m2> =1

(6.45)

cioe che la funzione di Green a 2 punti abbia un polo in corrispondenza della massa
fisica m con residuo 1. Ovviamente c’e grande liberta nella scelta delle condizioni di
finitezza per cui potrebbe essere pitl conveniente usare condizioni anche meno fisiche. Ad
esempio e conveniente scegliere delle condizioni di finitezza nell’origine dello spazio degli
impulsi.

Lavoriamo nell’euclideo. Per la funzione a 2 punti all’ordine piu basso abbiamo:

AXH(@) = ¢ + mi + SGa(0) = (FT(0|TTgo0]l0)) " - (6.46)
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Riscaliamo i campi ¢ = Z~12¢,, cosicche:
-1
An(e?) = 27 Bn(a®) = 27 (2 + md + DGa0) (6.47)
e imponiamo le condizioni di finitezza:

AZ(0) = ZATH0) = M2 = Z (mg v %GA(O)) ,

d%A;Q(()) - ZdiQZA/‘\l(O) —Z=1. (045
A quest’ordine
Z=1,
M? = m§ + LG0), (6.49)
quindi
ARNG") = ¢* + M?|. (6.50)

Anche se a quest’ordine M e la massa della particella, in generale M non corrisponde alla
massa fisica della particella. Un’altra condizione di finitezza deve essere imposta sulla
funzione a 4-punti 1PI:

A(q1,¢2, g3, 01) = Z2 AN (@1, 42, 43, Ga) - (6.51)

Ora la funzione di Green a 4-punti 1PI e data da:

A4
Alg1)A(g2)Algs)Alga)
¢ A% VARIAN
T4 = & = A = 7T} . 6.53
R ARARARAR Z_4AAAAAAAA A ( )
A questo punto imponiamo che
Z°T1(0,0,0,0) = I'5(0,0,0,0) = =\ , (6.54)
dove A e la costante di accoppiamento fisica.
Le tre condizioni di finitezza sono dunque:
ZAH0) = M*
d 4
7Z°14(0,0,0,0) = —\ .
Riassumendo, al primo ordine avremo
2 2 9o _ 2
Z(@+mi+ 2an0) |, =m2,
2 q%>=0
Z=1, (6.56)

Z2(=Xo) = =\,
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da cui otteniamo

Z=1,

Ao = A, (6.57)
M2 =m?+ %GA(O) ,

e
AN () = ¢ + M?
R (@) =q (6.58)
l'g=-X\.
Andiamo al secondo ordine. Per la funzione a 2-punti avremo
+ Q + + O + Q0 0 (6.59)

L’ultimo diagramma ¢ riducibile e non lo consideriamo. Quindi a quest’ordine avremo
che la funzione di Green a 2-punti 1PI e

AP =@ +mp+2a(d?) (6.60)

dove ¥4 (¢?) ¢ la somma dei diagrammi 1PI . Precisamente

AX(@) = ¢ + mi + TGA(0) + g (¢") | (6.61)

La funzione a 4-punti 1PI Sara

e e

Ora 1
1 1 1 1 1
= —1 + —g2, 6.63
>Q< (p Fmg pg)p%+m3p§+m%pi+m%) g (08
2
dove
A(1+2) O / ! ~logA, (6.64)
(0) .
27) 4k2+m0(p1+p2—k) +mj s
e quindi Prtpa—
)\2
T*(py, pa, 3, pa) = —Ao + 50 (In(1+2) + In(14+3) + In(144) . (6.65)

Quindi avremo:

ZA31(0) = Z (m} + LGa0) + giTIa(0)) = M*,
d

Zd—qugl(O) =Z(1+ g\ (0) =1, (6.66)
A < Ao + )fSIA(O)) =-\.
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Quindi

— 1 21 4
RS (0) ~ 1 —g5II} (0) + O(go) (6.67)
(&
7% = (1 = g3I1,(0) + O(gg))” = 1 — 26311, (0) + O(g3) - (6.68)
Allora
217/ )‘% 3 2 3
(1 —2X3I15(0)) [ —Xo + §3IA(0) =—Xo+ 5)‘OIA(O) +O(N) = =X,
S A=A — 2/\3]1\(0) +0N) (6.69)

S Ao=A— SAQIA(O) +O(N) .

Quindi
A
AR () = 2|+ md + 6A(0) + R =

A
= 2| 4w+ Gal0) + N0 + N ?) = N1 0)] =

— 76" + M? + 2N\ (¢%) — ZNTIA(0) = (6.70)
= ¢’ (1 = XI4(0)) + M* + Na(¢*) — ATIA(0) =
="+ M? + X3 [TA(¢*) — ¢*TT} (0) — TTA(0)] =
= ¢+ M? + X [T15(¢*) — ¢*T1, (0) — 1 (0)]
Ora I, (¢?) diverge quadraticamente, quindi se sviluppiamo in 0 otteniamo:
IA(¢?) = TA(0) + ¢*IT) (0) + Ta(¢?) | (6.71)

dove TI,(0) diverge quadraticamente (A2logA) e IT}(0) diverge log, mentre II,(¢%) &
finito; quindi ’espressione fra parentesi e finita per A — oo.
Vediamo cosa accade per la funzione a 4-punti 1PI:

)\2
Iy =2° [—)\0 + 50 UA(14+2) + In(1+3) +Ia(1+4))| =
2 32 Ay
=7 =X+ §AOIA(0) +5 (Ia(1+2) + Ia(1+3) + In(1+4) — 314(0)) | =
)\2
=X+ 5 [(IA(1 4+ 2) — I5(0)) 4+ (Ia(1 + 3) — I5(0)) + (In(1 +4) — 1(0))] .
(6.72)
Poiche I (1+2) diverge log, allora I5(142) —I5(0) ¢ finito e analogamente per /(14 3)
Ricapitolando abbiamo al 2° ordine:

7 =1- NI, (0) ,
3
Ao =)+ 5AQIA(O) : (6.73)
m?)hys = M2 + )\2 [HA<q2) - qQH;X<O) - HA(O)} ’
# M come notato precedentemente. Inoltre:

A 3
mg = M? — 5GA(O) + A% | MPIT, (0) — 1JA(O) — T, (0)] . (6.74)

. . 2
da cui si vede my,
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6.4 Gruppo di Rinormalizzazione

Lo scopo del gruppo di rinormalizzazione ¢ di descrivere come cambia la dinamica del
sistema quando cambiamo la scala di distanze a cui testiamo il sistema. E una caratter-
istica essenziale della natura il fatto che la fisica ad una data scala si disaccoppia dalla
fisica ad una scala differente. Ora, questa separazione non ¢ cosi evidente a priori in una
teoria di campo locale relativistica che descrive la fisica a tutte le scale di energia. In altri
termini una QFT coinvolge gradi liberta con tutti i possibili valori dell’impulso. Come
avviene il disaccoppiamento? Una risposta parziale puo essere data considerando la teo-
ria della rinormalizzazione. Abbiamo visto che la lagrangiana bare contiene parametri
che si riferiscono a distanze arbitrariamente piccole ed e collegata, in modo complicato,
alla fisica a distanze finite che ¢ testata con esperimenti effettuati ad energie finite. Il
tratto peculiare di una teoria di campo rinormalizzabile & che tutti gli effetti di alta
energia possono essere assorbiti in pochi parametri, gli accoppiamenti rinormalizzati, le
normalizzazione dei campi e delle masse.

Nel discutere la rinormalizzazione della teoria scalare con autointerazione abbiamo
scelto il punto di sottrazione (cioe il punto in cui definire le funzioni di Green rinormal-
izzate) nell’origine dello spazio degli impulsi. Le condizioni di finitezza delle funzioni di
Green erano:

ZNGN0) = ARH0) = M?
d d
7 — A7 P = —AY =1 6.75
dqQ A (q ) 2=0 dq2 R (q ) 20 ) ( )

7Z°T14(0,0,0,0) = I'5(0,0,0,0) = =\ ,

dove M e X non sono direttamente la massa e la costante di accoppiamento fisica della
teoria, ma sono ad esse collegate.

Ora e evidente che la scelta del punto di sottrazione e del tutto arbitraria, infatti
avremmo potuto scegliere come punto di sottrazione un punto differente ¢ = . Ovvi-
amente cambiando ¢?> dovremmo cambiare anche M e )\ per poter descrivere la stessa
fisica.

In effetti la scelta del punto ¢> = 0 non & conveniente per una teoria a massa nulla.
Infatti dovremmo imporre:

AL'(0) =0, (6.76)

il che conduce immediatamente ad una divergenza infrarossa. Conviene, invece, effettuare
la sottrazione in un punto g = p finito e fissato, ma arbitrario, nel modo seguente:

AR @) ,_, =1
d
ﬁAle(qz) =1, per una teoria a massa NULLA | (6.77)
q ?=u2
dove I'L(p) & calcolato nel punto simmetrico:
Pi=p=p=pi=n",
202 (6.78)

pl'p2:p1'p3:p2'p3:—7-

Queste condizioni sono ovviamente soddisfatte all’ordine piu basso e non conducono a
divergenze infrarosse. Prima di procedere ulteriormente vorremmo capire come due teorie
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rinormalizzate corrispondenti a due differenti scelte di p sono collegate. Chiaramente
una puo essere ricostruita dall’altra attraverso I'introduzione di controtermini finiti, de-
terminati ordine per ordine per implementare le nuove condizioni. Come nel caso della
rinormalizzazione infinita questo e equivalente ad una ridefinizione dei parametri della
teoria (in questo caso A e Z). Poiche questi parametri sono uguali al valore della funzione
di Green in un dato punto p, cambiare p in y' equivale a cambiare i parametri A e 1 in
N e z. Quindi:

P 1 s pui A1) = 2T (01, D N 1) (6.79)

dove X e z sono funzioni di A, u e p’ calcolabili ordine per ordine in teoria delle pertur-
bazioni.
Le funzioni di Green bare sono funzioni di A e gy:

G =GD(A, o) - (6.80)

Le funzioni di Green rinormalizzate saranno funzioni di g e p:

GF=Glg,p)=2"GO(A, g0) (A — ), (6.81)
e abbiamo visto che
Z=720Ap) =2 </\, %) \ (6.82)

perche deve essere adimensionale. D’altra parte poiche la teoria e rinormalizzabile:

lim  Z7"2GO(A, go) = esiste = GR(g, ) . (6.83)
A—oo;u,g fix
Quindi:
1
Z7"PGD(A, go) = Gi(g, 1) + O (K) ,
y (6.84)
(0) ~ 7n/2 i R
Sappiamo che
9o = gO(Q?ﬂ/A) ) (6 85)

g = 9g(go, /) ,

quindi a gy e A fissati g € una funzione di p. D’altra parte se fissiamo A e gy avremo:

d
ZGOA =0 6.86
lud/L " ( ’90) A,go fissati ’ ( )
e allora
n dz 0 0 dg 1
2P == Glg. )+ 2P GRg, )| +Z PGl g m) 5| =0 (—) -
5 i, (9, 1) o ( )Ago 99 ( )au . A
(6.87)
Da cui
n dlogZ 0 dg oGE 1
— Gl —QGE —= = — 6.88
M dn n(g,u)+uau n (9, 1) H, 99 A (6.88)
A790 Ang A790




Definisco

ui logV'Z
dp

A
=7 (9, —) , (6.89)
A790 ,LL

la dimensione anomala del campo ¢; e

A
=8 <g, ;) , (6.90)

la dimensione anomala dell’accoppiamento ¢g. Allora

A\ 0 n A R B 1

A,90

dg

d R

Non ci resta che prendere lim A — oo.

Ora il limite limy_,o, B(g,A/p) = B(g) esiste cosi come limp o ¥(g, A/pt) = v(g).
Infatti se prendiamo n = 2,4 possiamo impostare un sistema per ricavare [ e v in funzione
di G e G il cui limite per A — oo esiste perche la teoria ¢ rinormalizzabile. Inoltre 3
e v in questo limite non possono dipendere da p essendo adimensionali. L’equazione:

0

P >8g+m<> GF g, ) = 0

o (6.92)

e I’equazione del gruppo di rinormalizzazione. Poiche le funzioni di Green soddis-
fano quest’equazione, esse non possono dipendere arbitrariamente da g e p.

6.5 Soluzione dell'equazione del gruppo di rinormalizzazione

Poniamo

G (g, 1) = exp [ } b9, 1) (6.93)

5

dove g = g(f) si riferisce ad un punto di sottrazione fissato . Allora:

0 0
(13 + 8015 ) dulau) =0 (6:94)
Ora ricordando la definizione della funzione  abbiamo:
dg du
— = 6.95
B n (6:99)

Integrando troviamo

Fdp 9 dg po 7 dg
/p 7_/g Blg) lnﬂ_/g B(g) (6:96)

Onlg, 1) = Fy (mg - /gg dg ) =F(2), (6.97)

E’ facile verificare che




e soluzione dell’equazione. Cioe

0 0
— — | Fu(2) =0. 6.98
(1 + 8015 ) P (6.99)
Inoltre
$n(9, 1) = Fu(0) = G (g, 1) - (6.99)
Tenendo conto della condizione imposta dalla relazione differenziale
Jg
= 6.100
m B(g) , (6.100)
vediamo che
D, 9) = On(it, g) = Fu(0) (6.101)

e quindi:

G, () —eXp{ }G“*)(u,g) , (6.102)

ﬁ

Le due funzioni di Green rinormalizzate G%R)(ﬂ,g) e G%R)(,u,g) differiscono per una
costante in moltiplicativa finita. Possiamo vedere facilmente che la fisica non cambia
se usiamo una o 'altra. In generale consideriamo due set di funzioni di Green:

<¢17 sy an) )
6.103
Cn<¢la"'7¢n> . ( )
Consideriamo quindi la matrice S:
n % ok r T > ¢ ¢n
= (1) /ff...f f KK...K(\/_ \/_) (6.104)

Abbiamo visto che possiamo utilizzare come campo interpolante un qualsiasi operatore
che ha elementi di matrice non nulli tra vuoto e stati ad 1 particella. Ma se

(0 I\/—!@ E )3/2 : (6.105)
evidentemente l'operatore O = c¢ avra:
O 1
<0|¢7—O|13> (0] \/—|“> = @ 70 (6.106)

Quindi sostituendo ¢ con O(= c¢) e Z¢p con Zy la matrice S rimane inalterata. In
altre parole la matrice S (e quindi la sezione d’urto) & invariante sotto il gruppo di
rinormalizzazione.

L’utilita del gruppo di rinormalizzazione risiede nella possibilita di migliorare i calcoli
perturbativi. Consideriamo, ad esempio, la funzione a 4-punti I'}, ad un loop. A grandi
p? il coefficiente di A? contiene un logaritmo di p? che rovina l’accuratezza della teoria
delle perturbazioni. Termini di ordine piu elevato contengono 1 logaritmo extra per
loop. Abbiamo quindi cosiddetto problema dei grandi logaritmi. Possiamo tentare
di eliminare i grandi logaritmi attraverso una scelta opportuna del punto di sottrazione pu.
Ovviamente un cambiamento di y deve essere compensato da un cambiamento del valore
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dei parametri rinormalizzati finiti della teoria in modo da lasciare invarianti le quantita
fisicamente rilevanti della teoria (sezioni d’urto, rate di decadimento,...). A questo punto
i calcoli perturbativi sono validi se non ci sono grandi logaritmi e se contemporaneamente
I'accoppiamento g(u) € piccolo.

Consideriamo quindi la nostra funzione di Green GE(pi, ..., p,;g,fi). Perturbativa-
mente avremo:

GE(P1,oes P33, ) = G Cn(prs i 1) - (6.107)
n=0

I T coefficienti ¢, conterranno grandi logaritmi se py, ..., p, sono lontani dal punto di
sottrazione pi. Supponiamo ad esempio che

p=Ap con A>1e p~j, (6.108)
(dove A ¢ un fattore di dilatazione, non la costante di accoppiamento).

Dall’equazione del GR sappiamo che:

/

ZE‘Z,; dg’] Gn(p; g(1), 1) - (6.109)

Ora notiamo che la funzione di Green G, € una funzione omogenea di grado D,, = 4 —3n,
quindi:

g
Gn(p, g, [t) = exp [n/
g

b
G, g9(p), 1) = "Gy, (;,g(u), 1) : (6.110)
A questo punto scegliamo come punti di sottrazione u:
W=, (6.111)
allora
Gn(p: (1), 1) = Gu(AD, g(11), 1) = Gn(AD, g(AR), AR) =
_ AD B B (6.112)
= (M) G, (A—z,g% 1) = A"Go(p,ga, 1)
quindi
Gn(p, g(n), 1) = NG (B, g(A\) = g, 1) (6.113)
e in definitiva
_ ) o \Dar -
Gn(p = M\p, g, i) = exp n/ —ﬁ(g’)dg A Go(Ds gas 1) | - (6.114)
g

Ora G, (p, gr, i) puo essere calcolato perturbativamente senza il problema dei grandi
logaritmi poiche p ~ . Ovviamente dobbiamo controllare come varia g,. Se g, aumenta
non riesco comunque a migliorare la teoria delle perturbazioni.

Controlliamo quindi I’andamento della costante di accoppiamento. IL’equazione di
evoluzione é:

u%g(u) — 8(g)|. (6.115)

Ora poicheé mi interessa sapere il comportamentoA — oo (u — oo) allora se (g) > 0
la teoria delle perturbazioni non funziona perche g(u) cresce. Ovviamente se (g) > 0
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allora per A — 0 (u — 0)la teoria delle perturbazioni funziona perche g(u) diminuisce.
Riassumendo:

A= >0, NOPT UV,

A—=0 >0, wvale PT.IR, teoria asint. libere
A—=>oo <0, vale P.T. UV, teoria asint. libere
A—=0 <0, NOPT.IR.

(6.116)

Per la teoria libera ovviamente 5(g) = 0.
Calcoliamo il primo termine dello sviluppo della 3-function per la teoria A\¢*. Ricor-

diamo che
A

e lim A — oo esist a g fissato, cioe se aggiustiamo gy in modo che g sia fissato. D’altra
parte

d
= U— : 6.118
Blg) = n dug(u) U (6.118)
Nella teoria A¢* abbiamo visto che:
3 5
9=290— §QOIA(0) , (6.119)
dove i

IA(O):/ %%%: O (6.120)

—/
(se prendiamo p = 0 come punto di sottrazione abbiamo la divergenza IR. Prendiamo
i #0). Iy ¢ una funzione solo di £:

In=1I, (%) . (6.121)

Infatti abbiamo:

I )_/ k1 // 1 B
AL (27.‘.)4k2 — k M k’2l’+( )k2]2
d*e €3d€ 1
R Ly T—
E—iruxl—x f—l—ux(l—x)]

f s Q4 a1 ()

(6.122)
avendo posto prima ¢ = k — ux, e poi ﬁ =y.
Ora
/A/M y—3 _1 [log(y2 +a) — v }A/u _! {log (AQ/Mz i a) - (&)’ ] ,
o [WP+alr 2 y+al, 2 a (A/p)? + o
(6.123)

o4



e quindi

I <%> - (2%)4;/01 d [log (WZ—J;) + 1> T 1+z2(1 —1x)u2/A2] -

L 1/1d g 11 L ! =
2m)42 Jo v Og/ﬂ ©8 x(1—x) A2 1+ ol —x)p2/A2]

—~

U (g 4 parte finit L 1og 2 4 parte finit
= — arte finita | = — log — arte finita
2yt \[8 P gz log P :
(6.124)
avendo usato Q4 = 272. Avremo allora:
3, A )
9=90~ 152% log ; + parte finita | . (6.125)
In definitiva
3 3,
/“L ‘ 290 29 > O )
d,u A0 " 167 167 (6.126)
— B(g9) = Tom s> +0(g°) > 0.

Il segno della S-function e fissato dal 1° ordine della teoria delle perturbazioni. Dalla
discussione precedente, poiche £(g) > 0, la teoria ¢ sotto controllo nell'IR (e quindi e
sotto controllo lo spettro di massa), ma non nell’'UV. Quindi:

3

Blg )25092+0( ) eon o=

1 / 19 1 (1 1)
Og = — = —|-—- ,
ﬁ Pog'la  Bo\g g
(6.127)
= =2 = fBylog
9 g i’
g
— =
9(n) = 1 Buglog ®
Se 1 cresce g cresce. Se p diminuisce g diminuisce.
Riespandendo
— T _ - oy M
9(n) =g Lt foglog 7 4. | = g+ foglog 7 + .. (6.128)

Questa relazione puo essere ottenuta anche in teoria delle perturbazioni da g = g(go, A/ 1)
eliminando gy e v a favore di g e . Allora si otterranno anche altri termini del tipo
g% log p1/fi. Quindi la relazione precedente ¢ solo una somma ai logaritmi dominanti. Ai
Log dominanti possiamo anche scrivere:

go A
9=1 T+ Bogolog % 9o ( Bogo log p > ( )

Riprendiamo I’equazione per la costante running:

90

— Gy >0. 6.130
1+ﬁ09010g% ° ( )

g:
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AN > A

go

9= ) 50>0
1+509010g%

Figure 6.1: Caso By > 0. Asintoto orizzontale.

Ora se cambiamo il cut-off A otteniamo un’altra curva. Il limite A — oo deve essere

effettuato a ¢ fissato. Se g ha un asintoto orizzontale avremo ’andamento in figura 6.1

Se fissiamo g potrebbe non esistere il limite A — oo, nel qual caso la teoria non potra

essere universale, ma varra solo in un certo intervallo di energia al di sotto del cut-off.
Vediamo che succede se 5y < 0. In questo caso (vedi figura 6.2):

9o
1 — |Bolgo log &

9= (6.131)

Se fissiamo ¢ in questo caso il limite A — oo puo esistere (teoria asintoticamente libera
nell’'UV).
Consideriamo la funzione di Green a 2-punti euclidea:

(010(2)0(0)[0) = Y (0[0(0, )|n) (n]O(0)[0)e " =400 (0]O(0, F)|p) {p|O(0)[0)e ™"

(6.132)
dove m e la massa dello stato di singola particella a riposo. Se aspetto un tempo abbas-
tanza lungo posso conoscere lo spettro di massa della teoria. Consideriamo la funzione
di Green a 2-punti rinormalizzata nello spazio delle z:

Gi(zg,m) =Y g (6.133)
n=0

Dall’equazione del G.R. sappiamo che

9(1) v(g")
Go(T; 9, 1) = €217 5™ Gy (T 1, g (1) - (6.134)
Studiamo cosa accade quando:
T — AT,
i
L 6.135
ik (6135)
A — 00 .

26



g AN >A A

_ 9o
1~ |Bolgolog &

g

Bo <0

0 1 " 90
|Bo| log &

Figure 6.2: Caso [y < 0. Asintoto verticale: liberta asintotica UV

Dalla semplice analisi dimensionale:

Ga(w; 1, g(p) = p*Gpa; g(p), 1)

con Dy = —(4—3-2) =2. Allora:
2 o, r ..
Ga(w i, g(p)) = wGpas g(u), 1) = 5G(AT, 95, 1) = 175G, 90, 1)
con gy = g(p = fi/A) = g (&) e quindi:

9y g, _ "IN Y da! 1 _
G2(x = Aj7§7ﬁ) = €2fg ﬁdg GQ(‘/E - )\xmuag(u)) = 621‘9)\ Bdg EGQ(ZE,M,Q)J )

da cui segue:

1 gx , o
Ga(AZ; g, 1t) = 35 exp (2/ %dg> Ga(Z, i, 9r) | -
g

Per essere valida la T.P. dobbiamo avere:
lim g, =0,
A—00
ovverosia

gA—g@)—w(O)—O,

cioe la teoria deve essere asintoticamente libera nell’IR.
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6.6 Integrali gaussiani grassmaniani

/d01d026_CiAijcj = /dcldCQ (]. — CiAijCj) = —/d61d62(01A1202+02A21C1) = A12 —A21 .

(6.142)
Quindi se A e simmetrica l'integrale e identicamente nullo. Possiamo prendere A anti-
simmetrica. Allora:

/dcldCQB_CiAijCj = 2A12 =2V det A . (6143)

Analogamente:

/alcdée_‘”_:C = /dcdé(l — aéc) = —a

/dcidcie_ciAijcf = —/dcidciciAijcj + %/dCidCi(CiAi]‘Cj)z =

= — / deydeydegdesy [(ElAHcl + ¢1A1aCe + CoAgicy + CaAgacy)—

- %(51141101 + €1 126 + CoAgicr + CaAnacr)(CrAr1cr + 1 Aacy + CaAgier + 52142262)] =

= % /dcldcldc2d02(01A110102A2202 + €1 A19C2C2 Ag1¢1 + CoAgi1Cr Aracy + CaAnacati Anicy) =
= %(A11A22 — A1 Aoy — Ao Avg + A Ag) = A Ay — Ajp Ay = det A .

(6.144)
Generalizzando:

/ [[ deideie 45 = det A|. (6.145)

Consideriamo la lagrangiana di un sistema di pioni e nucleoni:

2
£= 20,0000~ 062 4 300,07 — mou + rgino - 206 . (6.146)

L = Lxix + Luass + 19007 0o + %¢4~

Passiamo all’euclideo. La prescrizione per la continuazione analitica e:

To = —t2y4 ,
Po = 11p4 .

Avremo:
exp [z/d% P — mo)w] = exp z/—zd4xE v (Z_ngvo —1d - ~ — mo) 14 =

= exp / d*zg ((WO)Z@%@ —1d - 5 — mo) T/J} -

= exp

(6.148)



con 5 0
70 vy,
) =— (6.149)
a—7530+7zai .

I1 funzionale generatore minkowskiano e:

Z(J,n, 1) = (0|T exp |:Z/J¢+7777/) —HZU} 0) . (6.150)

Poniamo J = 0 e consideriamo solo le sorgenti fermioniche:

20,00 =1+ orr/ () + Pn)d's /(w+wn)d"‘y!0>+

(6.151)
=1+ ( 0|T/ (y)d*zd*y|0) +
Dal funzionale generatore otteniamo le funzioni di Green al solito modo:
(—%)2L = — (0T (t;(x2)s(21))|0) - (6.152)
onj(za)omi(w1)|
n=n=0
Il funzionale generatore euclideo &
con
_ a1 o MG 2 - 5 Ao 4
Sp= [ dzg 5(3;@) + ?Qb + U (1dp — mo)¥ — goy P + Eﬁb =
’ (6.154)

_ _ A
= So(¢,1, 1) — gotby 1 + —%4 .

In 1) l'integrale & gaussiano (non lo & in ¢). Calcoliamo

/wwexp[ /¢ d4x+/¢ (z d%} = /51/;51/7 —e 5

5 / B(E)D(@)(x) — by — i) = / B — o — godV* W — Py — 70

5S
= D(¢) —n = (1 —mo — go¢" ) —n =0,

@
59 _
5 = —(1d +mo + go¢1°) =7 =0 .
(6.155)
Abbiamo 1l sistema
(1 — mo — gop°" )b —n =10, (6.156)
V(P 4+ mo + gogy°) +17 =0 '
In notazione compatta:
i 6.157)
0D(¢) +7=0 (



Chiamo 1; e ;Z le soluzioni e faccio il cambio di variabili:

%:fﬂ(’ (6.158)
b=9+x.

Avremo

[aoves {— [@+ D@ 40 da+ [ @+ om+a v d4“’] -

- /6x6>2 exp {_ / GD(@)) + UD(@)x + XD(6)0 + XD(@)x — by — xn — 7 — ﬁx} -
— /(5}((5)_( exp [—/iD(ﬁb)X +xXD(¢)x — T — ﬁX} :

(6.159)
Ora

/INED(cb)X — X = /:E(w? —mo — godY°)X — X = — /@(%3 +mo + gody°)X + X =

—~ [iD@x+ =0,
(6.160)
e quindi

/ OX0X exp [— / >‘<D(¢>x—ﬁﬂ - (6.161)

Ora Pequazione D(¢)) = n(x) pud essere risolta come ¢(z) = [ d*y S(z,y; ¢)n(y) dove
S soddisfa D(¢)S(z,y; ¢) = 6(x — y). Quindi:

( 5 e [— / wa)xD o 1) = exp [ [ttty sy ¢>n<y>] det[D(9)]

(6.162)
Dopo aver eseguito l'integrale gaussiano fermionico troviamo quindi:

Zo(Jn. ) = / 5 eS0T B0 o [ / ()8 (z, y: ¢>n<y>dwdy] det[D(9)] .

5)(6) = 5(00)* + 12
D(¢)S = (1§ — mo — 9od7°)S(2,y;0) = 8" (x — y) .

(6.163)
Se go = 0 abbiamo S = S(x — y) e quindi (2 — m)S(z — y) = 6*(x — y). Passando alla
trasformata di Fourier:

d'q G — [T ey
= [ g = maS( [ e (6.164)

'S
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Ora usando il fatto che {7# 7"} = —26" nell’euclideo e quindi:

1 = 407" = qua {77} = "] = Gua[-20" — "] =205 — ° . (6.165)

allora
g2 = —q?; . (6.166)

Abbiamo |
~ —m —m —m
S(a) - S o i

T T R R T AT

(6.167)

Torniamo al caso gy # 0. Dal funzionale generatore calcoliamo la funzione di Green

euclidea:
6% Z[J,n, 1)

om(R)my)| (6.168)

= /5¢ e~ %0(0) =3k [ #*+[ T Sij(z,y; ¢) det[D()] .

Non conosciamo né S;;(x,y; @), né det[D(¢)]. Sviluppiamo perturbativamente S in
potenze dell’accoppiamento go. All'ordine pint basso (go)° : S = So(z — y).
Per scrivere lo sviluppo perturbativo di S torniamo all’equazione differenziale:

G*(x,y) = (0T [ti(2)¥;(y)]]0) =

che possiamo scrivere come

che possiamo trasformare in un’equazione integrale:

S(x,y;0) = So(z —y) + go/dz So(x — 2)1:6(2)5(2,y;9) |- (6.171)

Applicando (2, — my) troviamo proprio:

(2, — mo)S(z,y;0) = 0*(x —y) + go / dz 0*(x — 2)750(2) S (2, y; ¢) =
=0z —y) + go1s0(2)S (2, y; 8) |

cioe l'equazione precedente. A questo punto possiamo procedere perturbativamente.
Quindi all’ordine gy avremo:

(6.172)

S(x,y;0) = So(r —y) + go/dz So(r — 2)756(2)So(2 — y) + 0(98) =

R (6.173)
x ( —l—go/dz /f\ +0(g3) .
X < y
Al secondo ordine avremo: s . .
Vo 7P 7o
S(z,y;0) = y +go/dz /k +g§/d21d22 H +O(g5)
z
’ Y © y o (6.174)
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Quindi

(Wi (2)(y)) = /6¢ o—S0($)— 3¢ f¢4+fj¢(

+ /& +>_<+...> det[D(¢)]

(6.175)
Ora dobbiamo capire cosa da il det[D(¢)]. Usiamo l'identita: det A = e84 e trasformi-
amo l'operatore differenziale (1) — mo — go¢y®) in un operatore integrale:

K(z,y) = (1 — mo — go¢")0" (x — y) |, (6.176)
cosicché avremo
[ v K@ w)its) = D)) (6.177)
D’altra parte possiamo riscrivere K (z,y) come:
K(z,y) = (1, —mo){d"(z — ) — goSo(x — y)7"d(y)}| - (6.178)
Prendendo il det avremo
det K = det(:d — mg) det{d*(z — y) — goSo(x — y)7°b(y)} . (6.179)

Ora il det(2d) —myg) si semplifica quando dividiamo per Z[0]. Valutiamo quindi det{d*(x —
y) — goSo(z — y)¥?¢(y)}. Ponendo B = Sy(x — y)y>¢(y) avremo

det(I — goB) = exp [trlog(I — g,B)] = exp (—tr g g—OB"> = exp (— g g—otrB”> :
n n
n=1 n=1

(6.180)
e quindi
det(I — goB) = e>n=1 ESECORE (6.181)
Ora s
By = [Sole — v oo = 377
5
7’9 Vi

— det(I — goB) = exp

(6.182)
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11 logaritmo del det[D(¢)] da tutti i diagrammi a 1-loop. Espandendo I’esponenziale si
ottengono tutti i diagrammi con un numero arbitrario di loop.
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6.7 Integrazione sul gruppo

Consideriamo un gruppo continuo, ad esempio SU(N) con la parametrizzazione esponen-
ziale e”e'a. Questo gruppo puo essere pensato come una varieta differenziabile, almeno
nell’intorno dell’identita, e i parametri A\, come coordinate sulla varieta.

Rn

Figure 6.3

La struttura differenziabile ¢ indotta dalla trasformazione (mapping) differenziabile
di carte compatibili (¢, U) e (¢, V):

Vv log: UV,

6 (pla)) = B | (6.183)

con

p(U)Ny(V) #0,
¢(a) € p(U)NY(V) . (6.184)

Precisamente

Yo g U= o(U)Ny(V) = ¢~ (6(U) (V) . (6.185)

R b R

> <
a f

Figure 6.4

Possiamo anche definire una funzione sul gruppo f(g):

f:G—=R(orC), (6.186)
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Di nuovo f(g) = f(¢(a)) : R* — R. f ¢ detta differenziabile se f o ¢ : R — R ¢ detta
differenziabile.
Vogliamo definire un’integrazione sul gruppo:

/ f(g) dg . (6.187)
G

Quest’integrale dipende dalla parametrizzazione del gruppo. Definiamo quindi 'integrale
di f(g) come

/G £(9) dulg) = / f(9)ulg) dg |. (6.188)

dove p(g) € una funzione invariante sotto il gruppo, cioé una misura invariante. In
altre parole

/ f(9) dulg) = / £ o 9)dulg) (6.189)
G G

dove ¢ € un qualsiasi elemento del gruppo e questa relazione deve valere V f.
Inoltre supponiamo che go g = ¢ sia invertibile. Avremo

/Gf(g)u(g) dg = /Gf@'og)u(g) dg . (6.190)

Ora
gog=g¢ — g=g ‘og, (6.191)
¢ a 8(~ 1 /)
A g od)| .,
dg = |==|dg' = d 6.192
9 ' 90| % ’ o g, (6.192)
e quindi
. g toy - (g 'oyg
[ 36wt o) P2 D ag = [ g on P22 g 6199
G g g
con
- (g log
p(g) =@ ' og) ‘ ( 5 i (6.194)
g
la misura invariante. In particolare se g = ¢:
(G 'og
) = ()| A2 (6.195)
g ~_
9=g
Evidentemente la mappa
g = g=4gog, (6.196)

corrisponde proprio ad una riparametrizzazione del gruppo e poiché 'integrale e esteso a
tutto il gruppo e la misura ¢ invariante per questa riparametrizzazione, allora l'integrale
cosl definito non dipende dalla parametrizzazione.

Consideriamo ora una teoria di gauge non abeliana, una teoria invariante sotto un
certo gruppo di trasformazioni locali. Il gruppo di simmetria ¢ uno gruppo di Lie ai cui
elementi permettiamo di dipendere dalle coordinate dello spazio-tempo x*. Indichiamo
con g(a) un elemento del gruppo, dove o = (ay, ..., ;) sono i parametri continui del
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gruppo. Parametrizziamo 'identita del gruppo con ¢g(0) = e. Un elemento del gruppo
infinitamente vicino all’elemento identita sara:
— ag a 2\ a,a
gla)=e+ =—| da"+0O(a") =e+1t"a”, (6.197)
aoﬂ a=0

dove t* sono i generatori del gruppo in qualche rappresentazione. Se la rappresentazione
¢ unitaria i ¢* sono hermitiani. Nel caso di SU(NN) saranno matrici N x N a entrate
complesse che soddisfano la condizione di unitarieta:

UU=1 - UU' =1 — Uy(UNu=U,U;; =1 . (6.198)

Questa condizione equivale a N condizioni reali U;;U}; e N(N —1)/2 condizioni complesse.
Quindi parametri indipendenti saranno N>~ N — N(N —1) = 2N? -~ N — N2+ N = N?
meno una condizione reale sul detU = 1 e quindi (N? — 1) parametri indipendenti.
Nella rappresentazione esponenziale U = e« con t® generatori del gruppo e poiché
det U = e log U = et =1 allora trt® = 0, cioe t* sono hermitiani a traccia nulla.

Tornando alle trasformazioni infinitesime possiamo definire la struttura del gruppo al
seguente modo:

g(a) o g(B) = g(f(a, B)) ,
0,0)=0
f(0,0)=0, (6.199)
f(a’ O) - a b
f(0,8) =8,
e quindi
fala, B) = a® + B* + fra®B° (6.200)
termini quadratici in o o 8 violano la condizione precedente). Dunque
.. dratici | 3 viol | dizi d D
a_a 22 a_ byab
g(a) =e+ut"a® + Fo'e . (6.201)

Quindi
22 22
g(a)og(B) = (1 +it"a” + §aaabt‘lb> (1 + "B + gﬂaﬂbt“b) +..=
22 22

Vo + ol + EO./QO[btab + ’Ltaﬁa + Z&aﬁbtatb + Eﬁaﬁbt(zb —

22
— o(f0u) = (1 okt + G it ) =
7/2
-1 +Zta(aa _‘_ﬁa _{_fabcabﬂc) + Etab(aa +6a + )(Oéb—i—ﬁb—i— ) —

2 2
=14 at%a® +at"B* + ut® f**°a’ 5 + %taboz“ab + %t“”ﬁ“ﬁ”+

22 22
+ 3 t“baaﬂb + 3 t%abas ,
(6.202)

da cui
N Zaaﬂbtatb — Z2tab04aﬁb + Ztafabcabﬁc

— it B’ = t*tPaBb — fetal Bt (6.203)
— 17 = " o fette
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Poiche t* ¢ simmetrico in a, b avremo

tba — tab — _thta + chbatc
N Ztatb + thta + Z(fcab o fcba)tc =0

_ Z[ta, tb] — _Z(fcab - fcba)tc — Cgbtc (6204)
— |[t*, 1] = 0%t |,
dove 0% = —(fe® — fe) sono le costanti di struttura del gruppo.

La trasformazione locale che ci interessa corrisponde ad un elemento del gruppo
g(a(x)) = g(x) che induce una trasformazione unitaria sui campi:

P(x) — () = Ulg(x)p(z) = Ulz)y(z) . (6.205)

Poiche il termine cinetico non ¢ invariante dobbiamo ridefinirlo. Definiamo un operatore
(non locale) che agisce sui campi nel modo seguente:

dr(y;z) = Viy,z)o(x) , (6.206)

dove 'operatore V' trasporta ¢ (z) da © — y, e richiediamo che sotto una trasformazione
locale ¥7(y; ) trasformi come un campo in y:

U)er(y;x) = dp(y;z) = V'(y, )¢ (z) = Uy)vr(y;2) = Uy)V(y, 2)(x) =

— UV (y )V (@) () | (6.207)

da cui

V'(y,x) = Uy)V(y,z)U (z) |. (6.208)

Consideriamo un trasporto infinitesimo da z — = + dx. Avremo
Yr(r+de; x) = V(e+de, 2)(z) = [14+0,Vde"+.. JY(x) = [1+1A,(x)dz"]v(z) , (6.209)

V' & un operatore nella rappresentazione che ha come base i campi (), cosi come A,,(z).

Yr(r + de;x) = Y(x) + 14, (x)dz" ) (x) |. (6.210)

Vediamo come trasforma A,(x):

[1+ 1A (2)da"] = U(z + da)[1 + 1A, (x)dz" U~ (z) =
— [U(2) + BU()d 1 + 1A, () AU () =
= U(2)U Y(z) + U (2) A, (2)U N (z)da" + (0,U (x)) U (z)dz" + ...
=1+ pUA U + (0,U)U ]dz"
— 1A (z) =WUA U + (0,0)U!

— A =U(x)AU (x) — (8, U)U ()

(6.211)
Sotto una trasformazione infinitesima U(z) = 1 4 1A\,(2)t* avremo

Al(x) = (14 ) Ay (1 —0)) — z(@u(l + m)u ) =
= Ay, — 1A+ 1AA, —19,(1)) = (6.212)
= A, +a\ A+ 9N
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e dunque:

Al (x) = Ay 41\ A] + 0N | (6.213)

Espandendo A nella base dei generatori del gruppo:
Al (@)t = Ant® o[ At ASt] + 9, X =
= Ajt" + MbAZ@be“t“ + O\ = (6.214)
= ASE® — XA fUHT 4 D, X"

e dunque:

Al (z) = A%(x) — N (2) A (2) + 0, A" | (6.215)

Costruiamo il differenziale covariante:
Dy(x) = Y(x + dzx) — Yp(x + dx; x) =
=Y(z) + dip(x) — P(x) — 1A (2)(z)da" =

= (0,¥(x) — 1A, (x)Y(x))dx" (6:216)
— Dip(z) = dyp — 1A, (2)Y(2) ,

e dunque
Dui(e) = Oub(a) — 1A, (0)0(a) |- (6.217)

Vediamo come trasforma D, (z):

(Dyb(2)) = (D" =240 = 0, (U (2)(x)) = [UAU ™ —2(9,U) U Uh(x) =
= (0,U0)y +U(0u) — WU A — (0,U )Y =
= U(a;ﬂvb 7 ZAM@Z)) = U(x)D(z) ,
(6.218)

e dunque:

(Dpt(x))' = U(@) (Dt () |- (6.219)

Il termine cinetico costruito con la derivata covariante ¢ invariante.

La liberta di ridefinire i campi in ogni punto dello spazio attraverso una trasformazione
di gauge (indipendente punto per punto) senza alterare la teoria rende problematico
definire un termine cinetico. Fisicamente il termine cinetico ¢ una misura della variazione
del campo nello spazio (variazione dell’intensita). Il differenziale ordinario ¥ (z + dz) —
¥ (x) non & attendibile poiché dipende dall’orientazione dei campi che possiamo cambiare
indipendentemente nei due punti.

Il differenziale DY = ¢(x+dx) —1r(x+dz; x) non ha la stessa ambiguita, poiché i due
campi ruotano simultaneamente dello stesso angolo, di modo che il loro angolo relativo
resti fissato. D’altra parte ir(z + dz;z) ¢ un campo direttamente collegato con ()
attraverso le connessioni A, (z). In sostanza ¢p(x + dz;z) € una "copia” di ¢(x) in
x + dx che ruota come ¢(x + dx). Per un trasporto finito ¢r(y; x) dipende criticamente
dal cammino scelto per andare da x — y. Ricaviamo l'operatore di trasporto finito da
T —.

Notiamo che

Dypr = 01, (6.220)

cioe
(Op —1Au(@))yr = 0,

6.221
Oubr = 1Au(x)Yr | ( )
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che possiamo riscrivere come equazione integrale:

vr(y; @) (6.222)
Iterando otteniamo:
Ur(y;x) = () +2/ Ay (@) [
= () + z/y A (2 )(z)da' + 42 /y da’ /I da" A, (") A (") r (2" 2) =
= |1 —H/y Au(a)da' + /y dx’ /x da" A, (2" A, (") + .| Y(x) =
= " ydxl... o dz" A, (xh). AL (™) | () =
5> [ | ).,
(& e il dxt  dx"
= _;}Z /0 ds; /0 dsnAu(z(s1)). A n))d_sl d_Sn] =
(& ! ! dx! dx™
— ;)—'/0 dsy /o dsy, P{Au(m(sl))d 1 A“(x(sn))dsn }] =
1
= exp {273/0 ds A, (x(s)) ddi:] :
(6.223)
e quindi otteniamo il risultato:
1 dz*
V(y,z) = exp [173/0 ds A,(x(s)) - %} : (6.224)

dove P ¢ un operatore di ordinamento che ordina le connessioni in base alla loro posizione
sul cammino dalla piu vicina al punto iniziale alla pit lontana. Questo ¢ palesemente un
operatore non locale e inoltre dipende dal cammino C che unisce il punto iniziale al punto
finale, giacché le connessioni variano punto per punto. In realta non ci interessa un
trasporto finito del campo, in quanto perderemmo la natura locale del campo stesso.
Per effettuare un trasporto infinitesimo ¢ sufficiente un campo locale A, (x) che forza
17 a ruotare come un campo in (x + dx). Infatti accoppiandosi con ¥ (z) induce la
rotazione in (z +dx). Attraverso il campo A, (x) € possibile costruire un termine cinetico
invariante di gauge. Dobbiamo confrontare 1(z 4+ dz) non con ¥(z) ma con ¥(x) +
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1A, (2)(z)dxt. Possiamo interpretare questo fatto dicendo che il campo 1 (x) nel tratto
dz* dello spazio-tempo sperimenta un’interazione con A,(z) che in un certo senso lo
vincola ad orientarsi in una certa direzione. Quest’interazione con A, (x) forza questo
campo Yy a trasformare come un campo in (z + dz). Quando andiamo a confrontare
questo campo mobile 7 con il campo ¥ (x + dx) che non ¢é stato trascinato nello spazio-
tempo (a differenza di ¢)7) abbiamo una misura reale della variazione del campo, che non
dipende dalla gauge. In altre parole il campo A, (z) determina e definisce un’evoluzione
del campo invariante di gauge, cioe indipendente dall’orientazione assoluta del campo nel
punto z.
Consideriamo il commutatore:

Dy DS () = (8 = 14,) (B — 1A,) = (B —14,) (0 — 1A,)|¥h () =
= [0,0, — 1A, 0, —1(0,A,) — 1A, 0, — A A, — 0,0, +1A,0, +1(0,A,)+
+1A4,0, + A A (z) =
= [-1(0,A)) — [A, A + 2100 A)] () =

=1(0,A, — 0, A, +1[A,, A))) Y(x) =1G 1 (x)
(6.225)
con

G = 0yA, — 9,4, +1[A,, A |. (6.226)

Espandendo nella base dei generatori avremo:
Gt = (0, A% — 0, ADt" + ZAZA,C, [t°, 1] =
= (0, A} — 9, A0)t" + ZAZA,C,szC“ta = (6.227)
= (0, A} — 0,4, — f“bCAZAi)t“ ,

e quindi
G, = 0,A; — 0,47 — fabCAZAf, . (6.228)
Consideriamo la lagrangiana
L=y —m) . (6.229)
Questa e invariante di gauge. La corrente associata alla simmetria di gauge e
oL _ _
J, = 0 = wpyta) = —a Pyt . (6.230)
00,
D’altra parte '’equazione del moto per A, da:
oL -
=yYyHth) =0. 6.231
5 Pyt (6.231)

Cioe la corrente non fluisce. Per far fluire la corrente dobbiamo inserire un termine
cinetico per A,. Consideriamo:

([Dys D Jib(2))" (6.232)

Osserviamo che (Dyip(x)) = D)/ (z) = U(x) Dy (x) = U(x) D, U~ ()Y (x), allora
Dj, = U(x) DU (x) ,
[Dl“ DV}/ = U(ZE)[DN, DV]U_l(x) ) (6233)
— G;W(x) =U(2)G(x)U () .
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Per una trasformazione infinitesima U(z) = 1 + 1, t* avremo
G () = (14 10t") G (1 = 204t") = G + 10t Gy — 106Gt (6.234)

e quindi

G (x) = G [t Gl |- (6.235)

Per componente:

GOt = GOt +acy[t?, G4, 1] = GOt + 1y G0 f2010 =

a ja c rabcya <6236)
= G 1" — Gy, f1
e quindi:
Ge)(z) = G4 (x) — [ G, (x) | (6.237)
Consideriamo un termine del tipo tr|G,, (x)G*(z)] e vediamo come trasforma:
tr[G’ G = [UG,,,G*" U] = t1[G,., G*] . (6.238)

Il termine tr|G,, (x)G*(z)] € invariante di gauge e invariante di Lorentz. Contiene le
derivate di A,(x) ed € I'unica combinazione invariante. Piu in generale avremo:

—Qngtr[GWGW] = —QLQQGZVG“Vth‘[tatb] : (6.239)
Se scegliamo la normalizzazione dei generatori come:
trft*’] = %5“" : (6.240)
avremo
—%QQGZVG””“ : (6.241)

Se riscaliamo i campi A, — gA,, avremo:

D, =0,—1gA,,
1 6.242
EGW =0,A, —0,A, +19[A,, A, ( )

ura

quindi possiamo riscrivere il termine cinetico come —}LGZVG con G, ridefinito come

G = 0,4, —0,A, +19[A,, A

a a a abc Ab Apc <6243)
G, = 0,A7, — 0, A, — g™ AL A

A questo punto consideriamo
6(GZVGW“) = 2G,0G" " =

= 2GZV[68,,AZ —00,A;, — gfabcé(AZAﬁ)] =

= 2G,,00, A}, — 2G}, 00, A, — 2G’Zl,gf“bc(5(AZA§) =

= 4G, 00, A}, — ZGZng“bC[(éAZ)A,ﬁ + AZ((SAIC,)] = (6.244)
= 4G},0(0,A%) — 2G5, g f"*(8A,) A} — 2GY, 9 f A, (O A7)
= 4G},0(0,A3) — 2G5, g f"*(0A,) A} — 2G 9 f*" AT (6 A)
= 4GZV6(8,,AZ) — 4Gzygf“bc(5AZ)Af, :
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Quindi otteniamo che

0 (—EG“ G’“’“) =g

0(0,A? 4
<5 “)1 (6.245)
| _Zra wra |\ _ pra abcAc
da cui otteniamo le equazioni del moto per il campo A,:
0, = gGIP A — gyt (6.246)
ovviamente con:
0,G"“(x) = Jp"(x) |
0,0,G"(x) = 0, JJp(x) =0, |, (6.247)
J¥a — gfach,uubAch - gw,y,utaw 7

dove JiSr € la corrente totale dovuta al campo di gauge piu il campo di materia ed ¢ la
vera corrente conservata.
La quantita che ci interessa calcolare ¢ un integrale funzionale sui campi di gauge:

/ SA e || (6.248)
ovvero la sua continuazione analitica nell’euclideo - g = —1x4 ¢ Ay = 1Ay:
/ §A e | (6.249)

dove A,(x) trasforma sotto una trasformazione del gruppo di gauge come:
Al(x) = U(x) AU (@) —o(0,U)U () , (6.250)

mentre Sg(A) ¢ invariante

Sp(A?) = Sp(A) . (6.251)

Quindi fissato A,(x) esiste un’intera orbita Aﬁ(x) lungo la quale Sg(A) (e qualsiasi os-
servabile fisica) non cambia.

Per le osservabili fisiche come Sy tutti i punti lungo orbite di gauge sono equivalenti:
ciascun punto su ogni orbita da lo stesso risultato fisico. Vorremmo integrare solo sulle
configurazioni del campo di gauge fisicamente distinte e quindi considerare solo un punto
per ogni orbita di gauge. In sostanza vorremmo integrare su una ipersuperficie che inter-
seca una sola volta ogni orbita di gauge. Questa ipersuperficie nello spazio di funzioni e
definita dal vincolo

f(A)=01], (6.252)

ed ¢ la superficie di gauge fixing.
Se consideriamo un A,(z) qualsiasi che non soddisfa f(A) = 0 allora percorrendo la
sua orbita di gauge troveremmo:

f(Af}) =0 per qualche Q(x) . (6.253)
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A,{LZ (.’,U) orbita di gauge

Figure 6.6

Per meglio capire cosa andiamo a fare chiariamo la procedura. Fissiamo un punto z dello
spazio-tempo. Fissiamo la funzione A,(z). Poiche A,(x) trasforma come:

Ai}(x) = Q) A, (2)Q () — 2(0,2)Q (z) , (6.254)

facendo variare la forma funzionale di (2 otteniamo 'orbita di gauge passante per A, (z).
Quindi variamo la forma funzionale di A, (x) in modo da non intersecare 'orbita di gauge
costruita precedentemente. Questa nuova forma funzionale di A,(z) ¢ fisicamente distinta
da quella precedente in quanto non e raggiungibile da una trasformazione del gruppo di
gauge. Variando A, nello spazio di tutte le funzioni connesse da trasformazioni del gruppo
otteniamo una superficie nello spazio di funzione completo che interseca una sola volta
ogni orbita di gauge. Per ognuna di queste configurazioni fisicamente distinte calcoliamo
Sk e sommiamo i vari contributi. Infine, variando il punto x, sommiamo tutti i contributi
relativi a tutti i punti dello spazio-tempo. Notiamo che campi di gauge indipendenti Aj; ()
sono in numero pari al numero di generatori del gruppo: a = 1,...,N?> — 1 nel caso di
SU(N). Di conseguenza avremo esattamente N2 —1 vincoli f,(A) = 0 che sono necessario
determinare univocamente la superficie di gauge fixing. Nello spazio di funzioni questi
vincoli individuano una superficie (N? — 1)-dimensionale.

‘Supponiamo di avere un certo A, (z) tale che f(A) = 0. Esistera allora A, (x) tale che
f(A) =0 e inoltre:

A (z) = QA0 — (0,00 = A, (), (6.255)

cioe Q) fa passare da A — A.

A

N

Figure 6.7

Quindi vorremmo passare da

/ A — / SAQ (6.256)
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e tentare di fattorizzare l'integrale infinito [ 0. A questo scopo introduciamo il fun-
zionale ¢ infinito-dimensionale:

= [T 6lfa(Au@))] - (6.257)

Se prendiamo A arbitrariamente allora f(A) # 0 — 0[f(A)] = 0. Ma esistera € tale che:
f(A%(z)) =0 (6.258)

Ovviamente le Q(z) sono elementi del gruppo. Consideriamo quindi l'integrale sul gruppo

di gauge di o[f(A)]:

(6.259)

Ay(A) dipende dalla superficie di gauge fixing f, ma ¢ invariante di gauge. Cioe se
prendiamo due A,(x) sulla stessa orbita di gauge Af(A) & costante. Supponiamo di
avere

A /59 S[f(ADY =1 . (6.260)
Ora
50 = H“ NdNg(x) , (6.261)

e un prodotto (infinito) di misure invarianti. Per definizione di misura invariante:

| F@ogute) = | Flonto). (6.262)
G G
di conseguenza
_ _ _ Q
A /59 SLF(AY)?] = A (A /59 SLF(A%)] = % 1, (6.263)
quindi
A (A%) = Ap(A) |, (6.264)

¢ indipendente da €.
A questo punto possiamo scrivere:

[ Ae=SWO(A) [ 5A e SWDO(A)AH(A) [ 69 6[f(A%)] _

(0) =

[8Ae=5A [6A..0 =1 (6.265)
 [090A e SWO(A)AF(A)S[f(AY)] '
n O —1 ‘
Ora
A%(2) = Q(2) A(z)Q2H(2) — 1(9,Q(2))Q(z) = A'(x) . (6.266)



Questa trasformazione ¢ lineare e non omogenea e corrisponde geometricamente ad una
rotazione -+ una traslazione. Inoltre

S(A) =S(4),
O(A) = 0(4)) | (6.267)
Ap(A) = Ap(A)

perche sono gauge-invarianti, e quindi:

[ OQIA e SWO(A)A L (A)ILF(A)]
B O—1 ’
dove 0 A" = § A poiche la misura d’integrazione funzionale & invariante di gauge (invariante
sotto rototraslazioni).

A questo punto notiamo che la variabile d’integrazione funzionale € una variabile
muta, per cui possiamo scrivere:

[0 [6A e SNO(A)AL(A)S[f(A)]
a 0O —1 '

L’integrale in 0A ¢ indipendente da €2, quindi [ dQ si fattorizza e si semplifica col de-
nominatore. Cio che resta ¢ un integrale funzionale sulla sola superficie di gauge-fixing:

(0) (6.268)

(O) (6.269)

() = JOA e DO(A)A;(A)d[f(A))
J A emS A (A)d[f(A)]

(6.270)

Potrebbe sembrare che (O) dipenda dalla scelta della superficie di gauge-fixing, ma
dimostriamo che se O(A) & una quantita gauge invariante, allora (O) e indipendente
dalla scelta della superficie di gauge-fixing, cioe indipendente da f.

Scegliamo un’altra superficie di gauge-fixing g(A) = 0. Allora

Ag(A)/(SQ 6[g(AN] =1, (6.271)
e quindi
(O)y = [ 54 SDOMASF)] -
= [ 6. S0 A AN, (A) [ 5 blg(4%)] = (6.272)
= / 0Q0A e WO(A)A(A)S[F(A)]Ag(A)3[g(A%)] .
Chiamo
A=A (6.273)
Evidentemente
A=A, (6.274)
Dunque:
(0)r = | 6Q5A" e SHIO(A) AL (ANS[F((A)?)]Ag(A)6[g(A)] =

/ 1 (6.275)
_ / 54 e SHIO(A)A(A)Slg( AN A (A) / 59 S (A7)
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Ora usiamo la definizione di misura invariante sul gruppo:

/ F(9)dulg) = / f(g)dulg) |

che ci da
[ sl = [l
Ma
A [ o sl =1,
e quindi

O} = [ 64 WOo(A)A,(A)ls(4)] = (O),

Ne consegue che (O) ¢ indipendente dalla scelta della superficie di gauge-fixing,.
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6.8 Ghost

Consideriamo come esempio semplice il caso di un gruppo di gauge abeliano. In questo

caso
A(z) = Ay (2) — (8,207,

A(z)

essendo ) = "% scriviamo:

Al(z) = Au(z) + 0,M(z) = A (2) .
Scgliamo come superficie di gauge-fixing:
f(A)=0,A"(xz)=0.
Secondo il ragionamento precedente:
As(a) [ 60 slf(a%) =1,

5 Af(A)/cSQ S0 A"+ OA] = 1.

Ora la misura invariante sul gruppo e proprio dA, per cui avremo:

As(A) /5/\ 3[0, A" +0OA] = 1

Possiamo fare il seguente cambiamento di variabili:
AN =0A+0OA,

con lo jacobiano funzionale:

oA
e R — e |:|_1 =
J = det (5A’) det| ] | det[O]|

allora

Af(A)m/éA’ S(N) = @f(m =1

e quindi:

Af(A) = | det[d]]

(6.280)

(6.281)

(6.282)

(6.283)

(6.284)

(6.285)

(6.286)

(6.287)

(6.288)

Quindi nel caso abeliano il fattore Af(A) € semplicemente il determinante dell’operatore
[J che tra l'altro e indipendente da A e puo essere fattorizzato e semplificato con il

denominatore. Nel caso non-abeliano le cose sono molto diverse.

6.8.1 Caso non-abeliano

Nel caso non-abeliano avremo
AlNz) = QA0 —1(9, 07" .

7

(6.289)



Ricavare la trasformazione per A%“(z) & complicato per una trasformazione finita. Tut-
tavia per una trasformazione infinitesima € = I + 1g,(z)\,:

A(x) = Ay +190(2) N, Au(@)] + Dug(2)
AR () = AL(w) — Fq(x)AS () + g ()

(6.290)
da cui vediamo che anche per g = cost i campi di gauge trasformano in modo non
banale (sono campi che portano una carica) a diggerenza del caso abeliano. Come prima
valutiamo:

As(A) / 59 5[0, A" (x)] = 1 | (6.201)

Osserviamo che quest’espressione e una media della condizione di gauge-fixing sul gruppo
di gauge. D’altra parte se richiediamo che I'intersezione tra orbite di gauge e superficie di
gauge-fixing sia unica allora I'integrale e diverso da zero solo in un piccolissimo intorno del
punto d’intersezione. Quindi possiamo limitarci a considerare trasformazioni infinitesime.
Se ci fossero piu intersezioni tra un’orbita di gauge e la superficie di gauge-fixing allora
questo modo di procedere non darebbe risultati esatti. Quindi

8s(4) [ 60010" @) — 10, () AL = 1. (6.292)

con 6€2 = p1(g)dg misura invariante sul gruppo e avendo posto d,A*(x) = 0. Allora

Apa(A) / 1(9)8g 6[0g" — [0, (gpAL)] =
(6.293)

= AaA(A)/u(g)(Sg J[Bg]=1.

Ora I'unica soluzione di Bg = 0 ¢ g = 0, giacche g = cost non soddisfa la ”condizione al
bordo” lim, ., g(x) = 0. Avremo

1

Boa(4) [ nlg) 3189} b9 = Bast ) [ utg') 8(9) W=l (6299
quindi
Baa(A); cllLe(tO)B| ~1. (6.295)
Ponendo 1(0) = 1 otteniamo:
Apa(A) = |det[6”0 — f0, (A | (6.296)

A differenza del caso abeliano questa volta Ay4(A) dipende da A,. Vogliamo far vedere
che il det non si annulla mai al variare di A,,.
Essendo

det =[] 1, (6.297)

autovalori
allora
Og® — f™0,(A59") = png® - (6.298)

Se ci fosse un autovalore nullo avremmo:

T — f0,(Asg") = 0. (6:209)
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e cioe

O AL = 0,A, =0, (6.300)

ovvero avremmo trovato un Af} sull’orbita di gauge che soddisfa la condizione QLA/(} =0
e quindi interseca la superficie di gauge-fixing. Avremmo quindi un’intersezione multipla
tra orbita di gauge e superficie di gauge-fixing. Quindi un autovalore nullo segnala la
presenza di possibili intersezioni multiple.

Supponiamo che non ci siano intersezioni multiple. Allora il det non si annulla mai al
variare di A,,.

D’altra parte poiche il det compare a numeratore e denominatore, il segno ¢ irrilevante
e possiamo omettere il modulo.

Quando effettuiamo 'espansione perturbativa del det, questa porta ad interazioni non
locali tra i campi di gauge. E’ conveniente, quindi, effettuare un’ultima manipolazione sul
determinante e riesprimerlo come un’interazione locale di campi fittizi (ghosts). A questo
scopo scriviamo il det B come un integrale funzionale su variabili (campi) grassmaniani:

det B = /6c5c exp {—/c(m)B(m)c(aj) dx] =

(6.301)
= /(5055 exp [—/Ea(x)(éabﬂ - f“bcauAZ)cb(x) d4x] :
che dopo un’integrazione per parti possiamo scrivere come:
det B = /5055 exp {/[Qﬁaaﬂca + Caf 0, (Atcy)] d4ac} : (6.302)

I campi ¢*(z) sono campi scalari a massa nulla anticommutanti in rappresentazione ag-
giunta: i ghost.
Possiamo quindi scrivere:

(0) = / 54 ¢ SDO(A)SF(A)Af(A) |

oy _ J 8403 exp {=S(A) + [ d'a [9,0,0"¢" +Euf 0, (ALc)] } O(A)6(0, A"
)= O—1

(6.303)

Consideriamo il funzionale generatore dell’elettrodinamica senza campi di materia:

Z[J] = (0|T exp <Z/JMAH) |0) = (0| T exp (z/JuAf d4:cE) 0) =

(6.304)
_ / 5Aexp [—S(A) 4 / JHA“} 5(9,A") |
con S(A) =1 [ FF*d*zg. Ora
FL F™ = 2(9,A,0" A" — 8,A,0"A") | (6.305)
e quindi
1 v g4 1 2 1 2
L Fur e = [@A) 4 @0.404 = 5 (@407 (6.306)
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poiche c¢’¢ il vincolo 9, A* = 0. Inoltre eseguiamo una trasformazione di Fourier funzionale
della §:

0(0,A,) = Ha (0, A, (x / S\ exp {z / Az)3,A, d%} : (6.307)
Allora:
Z[J] = / 0 AJA exp —% / (0,4,)% + / J A 44 A@NAM] -

= / SASN exp | - / A,OA" 4+ / J AR — 4 / (G#A)A“} = (6.308)
= / SASN exp / A, 04" / —Z(‘?H)\)A“} .

Come al solito variamo l’azione per cercare i punti stazionari per effettuare il cambiamento
di variabile:

DA, + (J, —19,\) =0, (6.309)

che risolta da
A= [ dy Gula) (= @)

(6.310)
DGuu(w7y) = _6/“/5(1» - y) .
Chiamiamo /TM la soluzione e shiftiamo la variabile di integrazione:
A, = A; + A, (6.311)
cosicche
'l N
ZJ] = /5A’5)\ exp |5 /(A’ + A)O(A" + A) + 2(J, — 10, \) (A +A)]
. R o R
= /5A’5)\ exp | 5 /A’DA’ + AOA + AOA + ADA + 2(J, — 10,N)A"2(J, — 10, \)A| =
l K
_ / SN exp |5 / ATA 4 (], — 10 )\)A] _

/5/\ exp[ / —10,\) ]/5,4' exp[ /A’DA’} .
(6.312)

Il secondo integrale non dipende da J e A e si semplifica con il denominatore. Quindi
1
Z[J] = /5/\ exp [5 /d4xd4y (Ju(z) — 0, M\ () G* (z,y) (J,(z) — 18“)\(y))] . (6.313)

Ricordiamo che

UG = _(5/”/5(-77 -Y),

d'q ~ .
5 Gpul) = / i Cla) e

2m)
d4q 2 1qx d4q 1qx
- / (274 — ¢ GLu(q) €7 = =6 W ey (6.314)
_ S
- G,UV(Q) ? )




1l funzionale generatore diventa:
Zwrzjﬁxam[;/d%&y@@Mﬂx—mew—ahuxxm—wau@%»
—wmxwau—wﬂwn—mxwau—ywwwi=
—exp |5 [ dtadty 006G - 0 0)
[ore E [ty — 20,6~ )07y - Na) (206Gl ) )\(y)] |

(6.315)
Ora

HOG(x —y) = Oy Gla —y) =6z —y) , (6.316)
Quindi

Z[J] = eéf‘]G‘]/(F)\ exp E /d4xd4y QZJM(x)[(?{fG(x — A y) — Mx)d(z — y))\(y)} =

— e%fJGJ/aAexp {—%/d‘lyﬂy) —I—z/d:tdy Ju(x)[az’jG(x—y)])\(y)} .
(6.317)

L’integrale in 0\ & gaussiano e lo risolviamo cercando i punti stazionari per effettuare il
cambiamento di variabile:

~Aw)+ 1 [ do 220G~ )] =0,

(6.318)
=+ @ =1 [ ds 5,060 - )] |
Ponendo X' = A 4 A avremo:
/5/\’ exp [—% /(/\’ + N2 dy + Z/dxdy Ju(2) [0 Gz — y) (N + N (6.319)

Valutiamo 'argomento dell’esponenziale:

% N2(y) + X2(y) + 2X () A(y) + 1/dxdy Ju ()[04 Gz — )N (y)+

/dxdy Ju(2) [0 G (2 — NN y) =

+

~

5 [ =5 [0 [f) - [ de daosci - )] +
n %/dxdy Ju(@)[0G(z — )] A(y) — /dy N(y {N z/dx J(2)[01G(z — y)]| =
- %/)\’2@) dy + 5/da;dy Ju(2)[04G(x — y)]\(y) .

(6.320)
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Quindi I'integrale in d )\ si fattorizza e si semplifica con il denominatore e avremo:

Z[J] = exp E / JGJ + % / dxdy J,(z)[04G(x — y)]X(y)] . (6.321)

allora

(6.322)
1
—i/dwdydz Ju(x)[aﬁG(x—y)]JV(Z)[(?ZG(Z—y)]]
Nel secondo integrale all’esponente risolviamo l'integrale in y:

[ v 0500~ it ) = [y Sl g g

e R A CO RO R R
:/dy dg1 dgs —quf _quequxezqzze—i(q1+Q2)y: (6.323)

2m)* (2m)* ¢ @

'q "¢ (e y

E quindi

Z[J] = exp B / dzdy Jy(x)G(z — y)J"(y)} exp {—% / dxdy J,(x) A" (z — y)JV(y)} :

(6.324)

Z]J] = exp B / drdy J,(0)[G*(x —y) — A (z - y)]Ju(y)l : (6.325)

Possiamo quindi ricavare il propagatore del fotone nella gauge corrispondente a 9,A* = 0:

Duu(x - y) = 5MVG('I - y) - AMV(:L‘ - y) =
qudv

4 _
d q 5/1"/ q2 ezq(a?fy) ) (6326)
@em* ¢

che rappresenta il propagatore fotonico trasverso.

Vogliamo ora estendere i ragionamenti precedenti al caso di condizioni del tipo

flA)=C. (6.327)
Ad esempio
OMAL = C(x) . (6.328)
Avremo quindi
(0) = / 6A e M Au o(A) 6(0,A" —C) O(A) (6.329)



con

Apa_c(A) / 0 S[OA} - C) =1 . (6.330)
Ora 0 ,
A= AL = [ (@) AL () + 09" (@)
8“142“ = 0" A — f“bcé?“[gb(:)s)AZ(x)] + Og%(x) , (6.331)
=" AL — Ct = Og(x) — f0" [gy(x) As ()] '
—Apa—c(A) = |det[6*0 — f0"(AS)]| = | det B,
e quindi
(0) = / 6A e W (det B) §(9,4" — C) O(A) . (6.332)

Poiche le quantita gauge-invarianti non sono sensibili ad un cambiamento della condizione
ausiliaria C'(x), possiamo mediare su C(z) con un peso gaussiano. Quindi

(0) = / SCSA 5N (det B) 6(8,A* — C) O(A) ¢ 2/ C() dx (6.333)
e dunque
_ _s(A) 1 2
(O)= [ 0CA e (det B) O(A) exp <5 (0,AM) dx| |. (6.334)
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6.9 Simmetrie

Supponiamo di avere una teoria invariante sotto un gruppo di trasformazioni globali.
Come esempio possiamo pensare ad un gruppo SO(N) di trasformazioni ortogonali tali

che:
00T =0"0 =1 ,

6.335
detO =1. ( )

Per trasformazioni infinitesime possiamo porre O ~ [ + g = I + g,\, e dalla condizione
OTO =1 — ¢g¥ = —g — )\, sono antisimmetriche. L’algebra del gruppo &

[)‘m )\b] = fabc)\c 5 (6336)

con fue costanti di struttura. Il campo ¢ subisce la trasformazione:

(b; = (1 + ga)‘tl)l’j(bj = ¢; + ga(>‘a)ij¢j )

6.337
5¢1 = ga<)‘a)ij¢j . ( )

Mentre 6S(¢) = 0 perche la teoria ¢ invariante. Se g, = gq(x) dipende dal punto dello
spazio-tempo 0.5 # 0. Infatti

oL
05 = /5£(¢7 MQS) / 5¢25¢Z 5au¢z (8M¢l) N

(6.338)
Yot () ()
5¢z 5au¢z 5aﬂ¢l
Se ¢ soddisfa le equazioni del moto:
05 = a 1 d4 8 A? ij Pj d4 =
Jo(mts) 2= [ o (mstaonos)
4 o> 4 o (6.339)
- [ @z 00+ [ de oo, (555 000;)
Quando g,(z) = cost. sappiamo che 65 = 0. Quindi
0S = d4$ ga ( ()\a)z (b ) =0 )
/ 00upi (6.340)
- aﬂ 58;&51 (Aa)l](bj
Per g, = g,(x), allora
oL
05 = [ d's @uae) 550000, = [ a'e Buale) ) (6.341)
con 5r
J,Z(’SC) = 5ap¢z ()\a)zj¢j ) (6342)
e
0,J° =0 (6.343)
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Come esempio consideriamo una teoria descritta dalla lagrangiana:

£ = 20,0000 — K46 — D02 (6.344)
9 KT 2 " 41
Avremo 5e
Ty = g Nty = @udNys; = uds (6.345)
Poiche SC
Avremo che la carica conservata ¢
Q" = /d3x J§(Z,t) = /d3x (80@)/\%@ = /d3x Hi(x)/\gjgbj(x) \ (6.347)

La carica e indipendente dal tempo, infatti:

8@Qa = /d3.l’ ang

:/d%ﬁ-fa:/daf-ﬁ:o, (6.348)

perche sulla superficie all’infinito i campi si annullano.

Valutiamo
[Q.Q" = Q°Q" - Q'Q" =
= / dad’y (IFNSGTIILN,,, 08, — 1T

NG NG 6) =

m=—i Vg

= [y (NGNS — X (6 ()() - Te)m(y) + Th()6n(0) ) 167]

(6.349)
Ora
O (Y)s(2) — T (2) P (y) = 168 (F — §)dim (6.350)
e quindi:
@) =

m7 g

/ Podby [TENSGTTIING, 60— TN 083 (7 — §)SumAlidy () — TAL, TIZgU M 6¥] =

drd®y ALOTTIIAL,, — AL

|

Brddy Hﬂﬂ )\“A ([qu(x),

/ d*xd?y {Hmij 18%(F — §)0jx

I
o~

WO )6l = TN, 20%(F = 7)1 | =

km7ij

[ attn e
/dxd3 {00z (NN 0TIy = N AT ) o, — /=
/

()] + 1165 ) = AL ATt |ot — //} =

O+ TN, N [T 500, — [/} =

Pz TLAGN b — 0 / dPx T, Ao 05 + / PP rd®y TN, X 65 Y,

/ dPx TG, AL b = / d3x T fN b = 1.f27°Q, .

(6.351)
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Quindi

Q% Q"] =f"™Q. |, (6.352)

e inoltre si verifica
Q% ¢i(z)] = —2\G, Om () - (6.353)

Quindi le ), soddisfano le regole di commutazione dei generatori dell’algebra di Lie e
inducono la trasformazione infinitesima del campo attraverso il commutatore. Per una
trasformazione finita avremo:

Gi(x) = e9Qugp(z)e 9 | (6.354)

(2

L’operatore e9@a & 1'operatore della trasformazione del gruppo che agisce sullo spazio
degli stati.

6.9.1 Lemma di Schur

[ Se abbiamo un gruppo continuo di trasformazioni rappresentate da un insieme di |
operatori U(g), allora dato un qualsiasi operatore A, se:

[A,U(g)]=0 Vg — A=cl, (6.355)

cioe A ¢ un multiplo dell’identita. Si intende che il gruppo di trasformazioni ¢ un
gruppo di simmetria della teoria.

Ora poiche le (), sono costanti del moto, sappiamo che:
Qa, H =0 . (6.356)

Consideriamo ora la trasformazione:
e PIQ etV = / B eIz 1)V = / B JT+ 1) (6.357)

che e indipendente da y. Di conseguenza per una trasformazione infinitesima

(1 =P - 9)Qu(1 +1P - 7) = Qu — wi[P', Qu] = Qu — [Qu, P]=0. (6.358)
Quindi in definitiva:
[Qa, P*] =0 (6.359)
Valutiamo
PrQq|0) = QaP!|0) =0 — Qq]0) = ¢|0) , (6.360)

(assumendo che non ci siano stati di vuoto degeneri). Ma

0Q ) =c= [ & OL3()0) = [ @ 03O0 (6.361)
Ma osserviamo che sotto una trasformazione di Lorentz:
U(A)J(0)UT(A) = A" J,(0) . (6.362)
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Prendendo ( - ) e sfruttando il fatto che il vuoto e Lorentz-invariante avremo:

(017%(0)[0) = (O[UT(A)U(A)J*(0)UT (A)U (A)]0) = (0]U(A)J*(0)U(A)[0) =

— A,7(0°(0)[0) . (6.363)

Poiché (0]J#(0)]|0) ¢ un quadrivettore che trasforma secondo una rappresentazione non
banale del gruppo di Lorentz, allora 'unica possibilita ¢ che sia proporzionale al vettore
nullo. Di conseguenza:

(0]J(0)[0) =0 — c=0 — Q*0)=0, (6.364)

la carica annichila il vuoto.
Consideriamo ora gli stati a una particella |p, 7). Avremo:

PrQ%p, i) = p"Q|p, i) , (6.365)

cioe Q*|p, ) ha lo stesso impulso dello stato |p,i) e quindi deve essere una combinazione
lineare di stati con impulso p:

Q%lp,i) =Y ciflp. 5) - (6.366)
J

Gli stati a 1-particella forniscono una rappresentazione del gruppo di simmetria.
Gli stati a 2-particelle |py,i;po, j) trasformano come il ® di stati a 1-particella.
Consideriamo le funzioni di Weightman (0|¢;(z)¢;(y)|0). Se il vuoto ¢ invariante, cioe
Q*]0), avremo:

0 = (0|Qati(7)9;(y) — ¢i(2)d;(y)Qal0) =
= (0[Qa0s(2)9;(y) — i(2)Qa;(y) + ¢i(2)Qud;j(y) — ¢i(7)d;(y)Qal0) = (6.367)
= (0][Qa; ¢i(2)]#;(y)]0) + (0|¢4[Qa, ¢;(y)][0) = '
= —1Aj(0]n ()05 (y)|0) — 1A% {0]di () D1 (y)]0)
quindi
NiplArj(x —y) + AjA(z —y) =0,
MNpArj(r —y) — A Az —y) =0,
MA(x—y) — Az —y)A\* =0, (6.368)
A A —y)] =0
Ora per il lemma di Schur:
Alx —y)=Flz -y,
Ao — ) = Fla - )b (6369

La relazione precedente e un caso particolare delle identita di Ward.
Consideriamo una corrente conservata Jg(z), 0*J; = 0 e la funzione di Schwinger

(OT[J3(2)ps(x)#;(y)]]0). Avremo

OL(OITLIL(2)61() 5 (][0} = 3(=" — 2 OIT{ [T (), 6:(2)]6s () }10)+

(6.370)
+0(=" = ") OIT{ 16 (2), 65w s() }10)

87



allora

Dunque

LTI (2)8u(@)ds ()10} = (=" — 2 )OIT{ = XG0* (2 = )n(, 2°) () }10)-+

+0(=" = O = 12%0%(Z = D)n(7, 1) () }0)
= =1\ (2 — 2) (0| T (¢ ()0, (y)]|0)+
+ (=) A58 (2 — y) (0| TBx(y) i ()]]0) -
(6.373)
Riassumendo:

0| T LI (2)n (1) ()]10) = — X0 (2 — ) (0 T ow(x)5(9)]]0) — (6.374)
— 50" (2 = y) (01 T[ow(y)gu()]0) | |
Valutiamo [ d*z 0¥(0| T [J(2)¢s(x)¢;(y)]|0):

/ 0z 08 (O|T 1T ()6 (2) by ()]]0) = / 0z 00T LI (2)u(2) 5 ()] 0) +
s [ BOITI )68, w)0)

(6.375)

Valutiamo il secondo integrale:
[z 0 @e @i = [ a0 [ @ 00T Ee@em)o -
| (6.376)
= [ [dowt QL0 @0 w0)

Enunciamo ora il lemma di Riemann-Lebesgue.

Se f: R — C e una funzione Lebesgue-integrabile allora

+o0
lim flz) e** de = 0. (6.377)

z—+oo oo

Ora consideriamo la funzione di Weightman (0|A(z)B(y)|0). Inserendo la spettraliz
zazione dell’identita avremo:

(0]A(2)B(y)|0) = <0|A($)|0>(0|B(y)|0>+/d3p (O[A(2)[p){p|B(y)[0) + ... ~ (6.378)
Ora

/ d*p (0| A(«", 2)|p) (p| B, )]0} = / dp (0] A(",0)|p) (b By, 0)]0) e . (6.379)

88



Poiché |p) appartiene allo spettro continuo dell’operatore impulso P assumiamo che gli
elementi di matrice dipendano da p in modo sufficientemente regolare (siano Lebesgue-
integrabili) da permettere 1'uso del lemma di Riemann-Lebesgue. Di conseguenza 'integrale
tende a zero quando |7 — | — oco. Quindi (se il vuoto & unico) avremo:

lim (0[A(z)B(y)|0) = (0]A(2)|0)(0[ B(y)|0)

|Z—g]—00

(6.380)

che rappresenta 1’espressione matematica della proprieta di clustering.

In altre parole, I’elemento di matrice sul vuoto del prodotto di operatori si fattorizza
nel prodotto degli elementi di matrice degli operatori quando questi sono separati da una
distanza spaziale infinita. Inoltre:

o O[T[A@)B)0) = lim _(0[A(z)B )10)0(z" — ") + (0] B(y) A(2)|0)0(y)" — 2°) =

= (0] A(2)[0){0]B()[0)0(z" — 4°) + (0] B(y)]0){0| A(2)[0)0(y" — ) =
= T [{0lA(2)|0)(0[ B(y)[0)] -
(6.381)
Nell’integrale

/ do n (O|T 1T () (2) b5 ()]]0) (6.382)

la superficie d’integrazione e all’infinito spaziale, per cui per la proprieta di clustering
I’elemento di matrice si fattorizza in:

T [0 (2)0)(0li(x);(y)[0)] (6.383)

e per l'invarianza di Lorentz:

(0[J7(2)[0) = 0. (6.384)

Consideriamo ora

/ dbz O (0| TTJE(=", 2)u(x) 5 ()][0) =

- / 02 (018 (00, )T 6:(x), ()]10) — / 02 (O[T [64(x) (1)) (—00, 2)|0) =
— (01Q"T[6:(x)5 ()]|0) — (0T [6:(x); ()] Q70) = 0 |

(6.385)
perché il vuoto e annichilato dalla carica. Quindi:
[ = 000 @e w0 -0 | (6350
Ma allora:
Ak O T 1w ()0 ()]0) = —AGx (01T (9 ()i ()]]0) (6.387)
Prendendo z° > 4/° avremo
ik (0]0n(2) 9 (y)]0) = =A% (09 (2)¢x (¥)|0)
)‘zkAk]( y) A]kAzk( ) )
Wi —y) — XAz —y) =0, (6.388)
AipBii (1 —y) = m(x — YA =0,
(A Alz —y)] =0,
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cioe la relazione ottenuta precedentemente.

E’ possibile ricavare 'identita di Ward direttamente dall’integrale funzionale. Con-
sideriamo come sempre la teoria descritta dalla lagrangiana:

1 1 g
L= 5000 + 55001 + 57 (016) (6.380)
Regolarizziamo la teoria in modo tale che la simmetria SO(N) sia conservata anche dopo

la regolarizzazione.
Consideriamo il funzionale generatore:

2= [ 36 e |-50) + [ @) ato. (6.300)
Facciamo un cambiamento di variabili:
¢i(z) = ¢i(x) + g"(2)\j; 85 (x) (6.391)
(punto per punto e una trasformazione ortogonale sui campi). Avremo:
201 = [ 86 e -5+ 30 + [ i) (60 + st @) d'a] . (0392

Il determinante jacobiano della trasformazione vale

09
o0

poiché trA* = 0. Quindi

=det(1 + ¢g*\*) = 1 + g“trA* + O(g*) = 1 + O(g?) , (6.393)

2= [ s exp -5~ [0 @)+ [ @[+ #oet] e} -
= [0 esonimeone ;- / (@I} + [ ma)gt (0o (0) + 0| =

. / 56 / 0,9 (x) T (z) SO+ ¢ / 59 / n(2)g" () Mabe() eSO 1 O(g?) |
(6.394)
quindi

56 [augr@azia) =@ = [0 [ @riont) eSO (6309

e allora otteniamo

[agr @y, do= [ F@menow,d | 639

che contiene tutte le identita di Ward.
Da

- [P @a @) d'e = [ @@, d. (6.397)



ed essendo ¢*(z) arbitrarie, per il lemma fondamentale del calcolo delle variazioni avremo:

Ou(Ja () + mi (@)X (1 () =0 | (6.398)

A questo punto prendiamo la derivata funzionale

) . .
) [0 (T2 () + i () Ny (i (2))] =0,
) {82/(5¢ Jcl;(x) €S(¢)+fn¢+nk(x))\zl/(5¢ ¢l<iU) eS(¢)+fn¢1 _
o) (6.399)
=0, / 8¢ Jh(x)i(y) e SO 4 554 (@ — y) Ay, / 56 di(x) eSO+
+ nk(x))\il/dgﬁ ¢l(x)¢l(y) 6*5(¢)+f71¢ —0.
Calcoliamo a n = 0 e otteniamo la 1* identita di Ward:
0u( T2 (2)¢i(y)) + 8'(x — y)Niou(w)) =0 |. (6.400)
Prendendo le derivate funzionali successive
° ) (6.401)

0m(2) Oni(y) =0’

otteniamo tutte le possibili identita di Ward. Consideriamo, quindi, la seconda identita
di Ward:

O T (2)i(2) 5 (y) + 6 (2 — )N {du(2) 5 (y) +
+ 0% (2 = )X i) duly)) = 0,
e affrontiamo il problema della rinormalizzazione.

Per rendere finita la funzione a 2-punti dobbiamo riscalare i campi ponendo ¢ =
Z712¢y cosicché la funzione di Green Agr = (¢pp) = Z 'Ap & finita quando il cut-off
viene rimosso se aggiustiamo opportunamente mg e go. Di conseguenza anche il termine

¢i() ¢;(x)
VZ NZ

e finito. A questo punto si puo dimostrare che anche il termine

(6.402)

9u(Ji (2) ) (6.403)

u( ) 0i(2) ¢5(2)
(/5 (2) 77 VZ ) s (6.404)

¢ finito.

Vediamo cosa succede quando il vuoto non ¢ invariante sotto una trasformazione del
gruppo di simmetria. Ritorniamo allo spazio di Minkowski ordinario.

Supponiamo che la teoria abbia un gruppo continuo di simmetria con le correnti
conservate 0,J#(x) = 0, ma che

Qal0) #0 . (6.405)
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Possiamo subito vedere che lo stato @,|0) ha norma infinita. Infatti
(01QuQul0) = [ Py (0132121217 4)10) =
- / Bad®y (0] PIIF — §, 2°)e P Te P 10(0,40)e P70y = (6.406)
= /d3md3y 01J2(# — 77,2°)J°(0,4°)|0) oc Volume = oo ,

e di conseguenza l'operatore di carica (), ¢ mal definito nel nostro spazio di Hilbert.
Introduciamo il concetto di parametro d’ordine. Consideriamo un campo locale O;(x)
che puod essere un campo fondamentale (ad esempio ¢;(z)) o un qualsiasi prodotto di
campi locali.

I campo O;(z) trasforma come una rappresentazione irriducibile non banale del
gruppo di simmetria, cioe

[Qa, Oi(x)] = 1RO () . (6.407)
Se la simmetria e rotta allora esiste qualche combinazione di campi locali O tale che:
(0][Qa, Oi(2)]]|0) = 2R4ix(0|Ok(x)|0) # 0, (6.408)

altrimenti tutte le funzioni di correlazione sarebbero invarianti sotto la simmetria.
Consideriamo I'elemento di matrice sul vuoto (0].J#(x)0;(0)|0) e inseriamo un insieme
completo di stati intermedi:

(017 (x)0:(0)[0) = > (0] J2 () ) (7] 0:(0) 0} =
= Z (0] T2 (0)e"[72) (71]0:(0)0) =

—Z 01.7%(0)[7) (78] 0;(0)|0) =P =

(6.409)
- / S (OLE O FO0]0) €5 (o — g)a's =

= [ g e S OO REOO0) 5, - s -

)

Poiché ¢ € allo spettro degli stati fisici allora ¢* > 0, ¢° > 0.
Vediamo cosa implica I'invarianza di Lorentz su p:

Fui(Ag) = Z<0|J“< )[72) (710:(0)10)8" (p — Ag) =
= Z 0].J2(0)| A7) (A7i] O:(0)]0)8" (Aps — Ag) =
—Z (O (4)JEO)U (M) ) (R UT(A)0,(0)U (A)[0)6* (Ap,, — Ag) = (6:410)
= ZA“ (0122 (0)[7) (7] 0:(0)[0)8" (pn — ) =
= A“JZ,AQ) :
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Quindi
pt(q) < ¢*, (6.411)

e precisamente

~ _ (A2 ,ug(qo)
P i(@) = pai(q”)q 2n)?

(6.412)

La 6(q°) & necessaria ad assicurare che ¢ = 0 per ¢" < 0. Inoltre p,;(¢*) = 0 per ¢* < 0.
I fattore (27)* & solo per convenienza.
Quindi abbiamo:

(0175 (2)0;(0)|0) = / (;lﬂzg e pai(d*)q"0(¢°) - (6.413)

Usando la conservazione della corrente d,J%(x) = 0 otteniamo

d*q

(27)?

,017)0,0)0) =0~ [

e T — qupw-(cf)@(qo) , (6.414)

e quindi

pai(q®) =0 |. (6.415)

A questo punto saremmo portati a concludere che pavi(cﬁ) = 0 per tutti i ¢*. Tuttavia
Pa.i(¢?) & una distribuzione e nel campo delle distribuzioni avremo altre soluzioni del tipo:

pai(@®) = Caid(d®) |. (6.416)

Se qualcuno dei C,; # 0 allora deve esistere uno stato con ¢> = 0 e quindi la teoria
deve avere particelle a massa nulla (perché altrimenti lo spettro delle energie del centro
di massa ¢* non si estenderebbe fino a zero).
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Ricordiamo come e definito il prodotto scalare di due vettori nello spazio di Hilbert:
(¢,1) & lineare in v e antilineare in ¢, cioe:

(0, c) = c(d,¢)
(co,¥) = c*(9,) ,
(¢, 0) = (4, 0)",
6.417
(¢, 1901 + caha) = c1(, Y1) + o, 1) ( )
(Clgbl + 62¢27 @Z)) - CT(QSD ’QZ)) + C;(¢27 ¢) 9
(¥, 9) >0,
con (1,1) = 0 se e solo se 1) = 0.
Un operatore lineare e definito da
Alc) 4 do) = cAp + dAg . (6.418)
Per un operatore lineare ’aggiunto hermitiano e definito da
(0, A) = (A9, ) = (¢, Ag)* . (6.419)
Un operatore lineare e unitario ¢ definito da
(U9, U%) = (6:9) (6.120)
U€o +mp) =€U¢ +nUy .
Un operatore antilineare e antiunitario ¢ definito da
Uo.U%) = (6.0, 6.121)
Uge+ny) =Us+n'Uy .
Se definiamo 'aggiunto hermitiano di un operatore antilineare come
(6, AY) = (A, 9) (6.422)
avremo ; ,
(co, AY) = c*(¢, A'p) = (Aco, p) = (" Ad,¢) = (6.423)

= (A9, ) = c(o, A) |

cioe il lato sinistro e antilineare in ¢, mentre il lato destro e lineare in ¢, il che non e
consistente. Definiamo quindi I’aggiunto hermitiano di un operatore antilineare come

(6, ATY) = (Ag,9)* = (v, Ad) , (6.424)
cosicché ; . ; . . .
(co, ATp) = c*(¢, A wz = (Acg, )" = (" Ag, )" = (6.425)
= (A, )" = (o, ATY) .
Ricapitolando avremo
Op. lin. unitario (U¢, Urp) = (¢, UTU) = (¢, 1) , (6.426)

Op. ant. antiunitario (U, Ut)) = (¢, UTU¢)* = (¢,¥)",
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cosicché sia per un operatore lineare unitario che per un operatore antilineare e antiuni-
tario avremo:

Uu=1I. (6.427)

Consideriamo l'operatore © = CPT. © ¢ antilineare e antiunitario. Sappiamo
che qualsiasi teoria quantistica relativistica di campo locale deve essere invariante sotto
trasformazioni CPT. Per un campo scalare O(z) e un campo 4-vettoriale J* la trasfor-
mazione CPT si esprime come:

00(2)0" = O(~x) ,
(6.428)
0J* ()0 = —J*(—x) |
Valutiamo
(07 (2)0:(0)|0) = (vq, T (2)0i(0)1ba) = (¢a, BTOTL () 0i(0)¢ha) =
(B1ha, O (2)0:(0)1ha)" = (Otq, ©JL (2)0TO0;(0)¢ha)" =
= (O¢q, @Jé‘(x)@ 0;(0 )@T@¢Q) 7 (6.429)
= (o, =Ji(=2)0i(0)a)" = —(¥a, Ji' (=) 0:(0)va)" =
= —(Ji(=2)0i(0)va, va) = —=(0:(0)vq, Ji' (—2)ia) =
= —(¥q, 0:(0)JF (=2)va) = —(0]0;(0) J; (—2)[0) .
Abbiamo trovato
(0175 (2)0:(0)[0) = —(0]0:(0)J¢ (—x)[0) |- (6.430)
Quindi:
010:(072(a)]0) = (01 2(=2)0(0)10) = ~Cos [ 555 e blat)ao(a) =
i (6.431)
= Q@O0 = €z, [ 555 et ) o)
e quindi:
Coi=—Cas | (6.432)
cio¢ C,,; ¢ immaginario puro come conseguenza del teorema CPT.
Consideriamo il valore di aspettazione sul vuoto del commutatore:
(0[[JH(x), 0;(0)]]|0) = C’CL,,;/(ZZITQY3 5(q*)q"0(q") (e*m + em) . (6.433)
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Poniamo p = 0 e integriamo in d3x:

/ﬁ%<mu%aﬁxommm>:«MQm@mmm=i/fxww¢wﬂxommw>=

/d?’xCM/ q) 2 (q0> (e—uf-f_’_euf-f) _
/dS az/ q |~1) ( )(—z@f+ez@f):
d4 L -
[ s [ 5t Sl = e + 001°0(6") 77+ 77) =
- + |d1) G aFE
d3 az/ |: 4o |Cﬂ)+ (qo 00 0 e WUT | T —
/ 27 I KA )
d4q d(q0 — 1q)) o o
d az/ 09 q-x+€qu —
d’q o o
= d?’xC’M/— WE 4 ) =
[ s | G e o)
d3q 1 - -
— 3 ) - —1q-T WG T\
/d xCa,Z/ (2772 (e +e )
= /d 2C,; 0°(z) =
== Oa,i .
(6.434)
Troviamo quindi:
= (0[[Qq, 05(0)]]0) = 1R5.{0]Ox(0)[0) |. (6.435)
Quindi se la simmetria ¢ spontaneamente rotta avremo che per qualche a:
Coi # 0|, (6.436)
e quindi
pai(q®) = 10(¢°)R§(Ox) |- (6.437)

Cosi finché la simmetria & rotta p¢(¢?) non pud annullarsi, ma piuttosto consiste intera-
mente di un termine proporzionale a §(g?). Tale termine puo ovviamente nascere solo in
una teoria che ha particella a massa nulla, perché altrimenti lo spettro delle energie (al
quadrato) del centro di massa p? non si estenderebbe fino a zero.

Ora lo stato O;(0)|0( & invariante per rotazioni

U(R)0;(0)[0) = U(R)O,(0)UN(R)U(R)|0) = 0;(0)|0) . (6.438)

Inoltre sotto una rotazione lo stato |n,i( trasforma come

R)|n, i) Zd”|n i) . (6.439)

(n]Ox(0)|0) = (n|UTUOx(0 )UTU|0> — (n|UTOL(0 )\0> _
= Zdu n]Ox(0 de (n]Ox(0) (6.440)
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allora d;; = d;;. Ma questo ¢ assurdo se lo stato |n) trasforma come una rappresntazione
non banale del gruppo delle rotazioni.

Di conseguenza (n|Ox(0)]|0) deve annullarsi per qualsiasi stato |n) che abbia elicita
diversa da zero. Inoltre (0|J§|n) si annulla per ogni stato |n) che ha parita intrinseca o
numeri quantici interni (non rotti) differenti da J§. In definitiva una simmetria rotta
con R$(Ok(0)) # 0 richiede l'esistenza di particella a massa nulla di spin zero e stessa
paritd e numeri quantici interni di J°. Questi sono i bosoni di Goldstone.

E’ utile vedere come il coefficiente della funzione § in p,;(¢?) & legato alle proprieta
del bosone di Goldstone. Consideriamo:

(0172(2)[BG) = F(p)e ™", (6.441)
e —_— —_
O OINBE) = FE(Ap) = 00 ) EOUWRBE) =
= A (07;(0)[BG) = A", FY(p) . |
quindi
Fl(p) = p" @) =P fa (6.443)
con f, costante. Quindi -
(0175 (%) |BG) = fap'e™™" (6.444)
mentre
(BG|O,(0)|0) = G(p) .
(ABG|0:(0)[0) = G(Ap) = (BGIUT(A)00)U(M)|0) = (BGO0)|0) = (6:445)
=G(p) .
quindi G(p) = G(p*) = G = cost.
Inoltre per la conservazione della corrente
920|174 (2)|BG) = —1fpe ™ = 0. (6.446)
Poiché p? = 0 avremo f, # 0. Quindi:
Coi < foG |, (6.447)

fa € una misura dell’intensita della rottura della simmetria.

Ritorniamo all’euclideo (I'invarianza di Lorentz ¢ un’invarianza SO(4)) e consideriamo

I'identita di Ward:

0% (JH (2)0;(0)) 4 0*(2) Ra,it(Or(0)) = 0 |, (6.448)
o R, ix(Or(0)) #0 . (6.449)
Il valor medio (J#(x)0;(0)) sara della forma
(JE(2)0:(0)) = 0L Fyi(2?) = " Gqu(2?) (6.450)
e quindi
0,0"Fyi(7%) = —5*(2) Rair(Ox(0)) (6.451)
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cioe

AF, i (2%) = —6*(2) Ry in(Ox(0)) |, (6.452)
dove A4 e il laplaciano in 4 dimensioni. La soluzione puo essere scritta come
d4q eur
F,i(x%) = Raix(Ok(0 , 6.453
) = Rl0n0) [ 5 (6.453)
e quindi
(J(2)0:(0)) = 1Ra (O1(0)) / L Lo . (6.454)
) 2r)t ¢

(Se integriamo 97 (.J4(x)0;(0)) nel volume finito V' otteniamo [, d*z 9% (Ji(x)0;(0)) = 0.
Questo non ¢ piu vero nel volume infinito).

Supponiamo di avere una teoria con rottura spontanea di simmetria e bosoni di Gold-
stone corrispondenti. Se Hy ¢ I’hamiltoniano del sistema avremo

[Ho, Q. =0, (6.455)

e indicheremo i bosoni di Goldstone con |BG, p).
Inseriamo un termine di rottura esplicita della simmetria nell’hamiltoniano:

Avremo che - -
Hyo|BG, p) = [p]|BG, p) , (6.457)
e normalizziamo gli stati con una 9:
plp") = -7 - (6.458)

Se consideriamo un volume finito V' invece dello spazio infinito avremo

2
P = %ﬁ : (6.459)

cosicché

1 B} IO
/ :63 = A 3 1 (p—p’) _ 1 / 3 1 (P—p') _
(plp) (F—7) (27T>3/d e Jm o Vd e
v v (6.460)
— 1 - /
I, Gy = i, (e PPV

Potremo scrivere |p) = 1/#@)V per V. — oo. Lavoriamo nel volume finito e quindi

con gli stati |p)y. Calcoliamo la variazione dell’energia dello stato |p)y per effetto del
termine di rottura in teoria delle perturbazioni al 1°-ordine:

A, - V<p|€i/vd 7 Oi()lpv = Ei/vd wvipl Oeliprv = (6.461)

. / 1 (p] OO}y = &V y(p] O:(0) Py
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per I'invarianza per traslazioni (vale se fissiamo condizioni periodiche al bordo). Avremo

A=y 1+ T =1~ (14 g ) <= gz (G

Quindi

o= Ve o] 00y = s 0 OOl (20)? v (2P0

(6.463)
Allora
= (2m)*2|ple; (p|0:(0)|p) = (27)°€;(P|O:(0)[p) - (6.464)
Ora
(PlO:(0)|p) = (BIUT(N)O:(0)U(A)[p) = (Ap|O;:(0)[Ap) , (6.465)
e quindi (p|0;(0)|p) non dipende da p, ossia:
(p|0;(0)|p) = C; = cost . (6.466)
Ma allora
m? = (27)%¢,C" | (6.467)
e quindi
m ~ O(Ve) |, (6.468)
cioe m? va a zero linearmente con e.
Consideriamo 'azione euclidea:
1 1

O; trasforma come una rappresentazione non banale del gruppo ed € un termine che
rompe esplicitamente la simmetria. Ad esempio potremmo prendere O; x ¢;.
Poniamo

Sg =50+ ei/d4:nOi(:r) , (6.470)

e consideriamo il funzionale generatore

Zlu) = /5¢ exp [—SO —ei/d4x0i(:r)+/d4xuigbi} , (6.471)
ed effettuiamo il cambiamento di variabili con ¢ infinitesimo:

¢i(x) = ¢i(x) + g* () Nij¢5(x) (6.472)

con
0¢

55| = =det(1 + ¢g*\a) = 1+ gatrA* + O(g*) = 1+ O(g?) . (6.473)

=[5
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Avremo:
an :/(5¢’exp[—50—/8ug (2)J"(x )d4x—q/d4x Oi(a)+
to [P @RLOM + [ dono +/ v g ()N ()] =

~ / 5¢' exp {—So—ei / d*r Oy(x) d4xuz¢z X

[1 —/a“g +ez/ga(a:)R§‘kOk(:c)+/g“(:c)k%gbjui] =
= Z|y] +/5¢> e SEt i <—/3ugaJ£‘+6i/gaR?k0k+/g“mz\%¢j) ,

(6.474)
dove R” e il generatore della trasformazione nella rappresentazione di O. Quindi avremo
che

/(5¢ e~ SEt i {/ga [0, (%) + R, On(x) + pi(x) X005 (2)] d%} =0, (6.475)
[ 90(0) [T+ O + i)y (05(0] =0 (6.476)

Per il lemma fondamentale del calcolo delle variazioni, essendo le g,(z) infinitesime ma
arbitrarie, avremo

Ou( S () + €5 (Ok () + +1(2) A5 (05 (€)= 0. (6.477)

Prendendo la derivata funzionale ( y e calcolando in p = 0 otteniamo l'identita di Ward
modificata.

0ul i ()3 (y)) + € RGOk ()85 (y)) + 6% (x — )M du(2)) =0 |. (6.478)

Ovviamente J#(x) non & conservata a causa del termine di rottura esplicita.

Consideriamo il valor medio di un’osservabile O;:

(0;) = / 5¢ e20; . (6.479)

Supponiamo che la teoria abbia un gruppo di simmetria continuo ed effettuiamo un
cambiamento di variabili ¢ = ¢' + g, A% ¢} infinitesimo. Ora: §S = 0, mentre J0; =
gaR;‘lkOk, €

(0,) = / 56 ¢ 5(01 + gaRO%) = (02) + gaR{OL) - (6.480)

Allora
i(Or) = 0. (6.481)

In questo modo il parametro d’ordine ¢ sempre identicamente nullo e non potremmo
mai capire se c¢’e rottura spontanea o meno. Quindi introduciamo un termine di rottura
esplicito che dipende da un parametro piccolo €, calcoliamo il parametro d’ordine e quindi
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mandiamo € — 0. Se otteniamo un valore non nullo per il parametro d’ordine allora questo
ci segnalera la presenza di una simmetria spontaneamente rotta. Quindi sostituiamo
S— S+ fekgbk calcoliamo

(0;) = /5¢ exp {—S — /ekgzﬁk(x) d%} O; . (6.482)
Come sempre facciamo la trasformazione

b = ¢ + g NP} - (6.483)

Avremo

(0;) = / 56 exp |—S — / ei¢i+eigaxg¢j} (0, + gaRE0;) ~

rv/5¢@m:—8—/>@ﬁ(1—/¥MJ%%)“%+QJ%OQN

~ / 06 exp :—S— / as] {OﬂrgaR?jOj — 6\, / qu(:c)Oz} = (6.484)

— (0} + 9RO, — cigaXe / (6m(2)0,) d'e

%%@ﬂm:wm@ﬂ%m@w%,

e quindi

Ry(0)) = aXpy [ (0n(@)01) d'a | (6.485)

Valutiamo (¢,,(2)0;). Prendiamo z° > 0 e inseriamo un insieme completo di stati:
p

(016 (2)0:(0)[0) = S (01 (@) ) (710:(0)[0) = S (0160 (0) ) (7|01 (0) [0) e~ =

n

= [t S 00nO)IR) FO0)0)e ™6 (5, ) =
— [ e futa)

(6.486)
Per I'invarianza di Lorentz: pi(q) = pmi(q?) gg?g Quindi
_ 0(¢°) - 0(q°)
. _ 4 1qx (A2 — 4 2 1qx (A2 2 2 —
016 @O010) = [ ' i) 5 = [ dadi e o) G002 - )
o dMQ 2 4 0 2 2\ —wqr __
—/mei(u )/d q0(q")d(p” — q°)e " =
dp? Bq en
= [ i) [ S e = [ 4 pra(p®) A (a3 4%)
(2m) 2¢,
(6.487)
con 2 . #q iy
q



Prendendo il T-prodotto otteniamo

el

On@00) = [ di prsi (o) = [ i i) [atos (6450
cosicché
/ d'z (i (2)0i(0)) = / &2 d g (1) ——— = / dp*d'q 54(Q)pmi(u2> =
00 (2
:/ d/LQ pm1<2:u ) ’
0 2
(6.490)
e quindi:
> pmi(lﬁ)
/d% (b (2)04(0)) = / i : : (6.491)
0 K
Se c¢’e rottura spontanea, invece, avremo i bosoni di Goldstone con massa:
m® = (27)%¢;(BG|6:(0)[BG) . (6.492)
Isoliamo questi stati nella funzione spettrale. Quindi avremo:
~BG d’p YoV Yal 4
Pmi (@) = | 5 -{01¢m(0)|BG, p) (BG, p|0:(0)[0) 6°(p — ) =
p
Voo, 0(¢°) (6.493)
_ VE¢m“0i 4, 0 2 _ 2y _ BG: 2y Y\d
- (271')3 e(q )5<q m ) Pm Z(q )(271_)3 )
e allora
RS = \/Zy, Zo, 0(¢* —m?) . (6.494)
Quindi
e8] (1,2 o] BG;(,,2 00 (2
0 2] 0 M 0 M
per cui
o0 2 o0 2 2 o0 2
Prmi (1 o(p” —m i (10
/ dMZ (2>:/ \/m ( : )dﬂz—i—/ (Q)d,u2:
0 H 0 H M M (6.496)
NIAVA © g (112 NIAVA '
m M 1 m
Quindi quando € — 0 avremo
N/ Zg Zo, a g 7%
R;;]<OJ> _ €M dm “0O; _ 6l)‘lmZmZ — GZZZZ (6497)

(27)3€;(BG|¢;|BG) €' ench

Ovviamente il limite ¢ — 0 va preso lungo la direzione fissata dal termine di rottura.
Quindi il limite esiste ed e diverso da zero:

R(O;) # 0. (6.498)
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Chapter 7

Meccanismo di Higgs

Consideriamo la lagrangiana (minkowskiana):
L = 9,00"p —m*6¢ — g(¢9)* , (7.1)

e ’hamiltoniano .
H=0¢¢+Vo-Vo+m*opp+ g(¢9)” (7.2)

con g > 0 (energia limitata inferiormente).
La teoria ha una simmetria

o

b — e o.
Se m* > 0, H & definita positiva e il minimo si ha per ¢ = 0. Se m*> < 0 avremo
V(pp) = —|m?|oo + g(¢¢)?. T punti stazionari sono

(7.3)

ov G - -
96 —|m*¢ + 2966¢ = (—|m|* + 2gd¢)d = 0,
oV ) ) ) ) (7.4)
9% —|ml"¢ + 29¢¢¢ = (—|m|” + 29¢¢)¢ = 0,
con -
¢ =¢ =0 instabile ,
~ 2 7.5
P = m stabile . (7.5)
g
Poniamo ¢(z) = p(x)e?®. Avremo
0 = €%(0,p+1p0,0) (7.6)
0,0 = e "(0,p —1p0,0) ,
e quindi
L= 8,pd"p + p*0,00"0 + |m|*p* — gp" . (7.7)
Sotto la trasformazione di fase globale ¢ — e'“¢ avremo:
0 — 0+, (78)
p — p. '
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Aggiungiamo l'interazione con un campo elettromagnetico, cioe richiediamo una simme-
tria locale piuttosto che globale. Quindi:

o — Do = (0, —1weA,)p= (0, — zeAM)pew =

0 (7.9)
= " (Oup + 1900 —1epA,) |
0,0 — Do = (0, +1eA,)d . (7.10)
Quindi
dup — Oup ,
P me (7.11)
00 — 0,0 —eA, ,
e allora avremo
1
L= 0,p0"p + p*(0,0 — eA,)(0"0 — eA") + |m|*p* — gp* — ZLF“”FW : (7.12)
L ¢ invariante sotto la trasformazione:
A, - A, +0,A,
0 — 0+el, (7.13)
p = p.
Chiamo —eB, = 0,0 — eA,,, e quindi:
F, =0A,-0,A,=0,8B,—-0,B, . (7.14)

Ponendo
Im|

p(e) = \/—2—g+n(:€) : (7.15)

per perturbare intorno al minimo, il termine p?B,B* contiene un termine di massa per
[m]

By, che viene dalla parte costante 77 in p(z).
Consideriamo l'integrale funzionale

©) = [ TLo@)ip@)s0(@)ia, @) 17 00,0 — ey F). (7.16)

dove p e F},, sono gauge invarianti.
Il metodo di Faddeev-Popov si applica allo stesso modo. Fissiamo il funzionale di
gauge-fixing f(A) =0e

Af(A)/(SA S[f(AM)] = Af(A)/5A S[f(A+0N)]=1. (7.17)
Avremo

(0) = / [ £(2)50(2)36(x)5 A, (x) €9 € O(p, 8,8 — €Ay Fu)Ag(A)[f(A)] . (7.18)

Ovviamente (O) ¢ gauge-invariante e non dipende dal gauge-fixing. Ora poiché B, =
A, - %8#9, allora A, = B, + %Qﬁ.
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Quindi:
O =0(p,B,,0,B, —0,B,) =0(p,B,0B) ,
0A =B misura invariante ,

L=L(p,B,0B) ,

A(A)=A (B + é(%) = A(B) det di F.P. gauge inv. ,

sifan =6 |1 (B 20.0)|

per cui avremo:

(0) = / [[ p0p005B et/ =eB2B = O(p B, OB)A(B) { f (B + éaa)} .

A(B) /59 5 [f <B + %ae)} — A(B) /59 STF(BYY] = |

per definizione. Di conseguenza avremo

(0) = / [ p000B 552 Op, B) |,

cioe il termine di gauge-fixing scompare del tutto.
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