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Prefazione

Nel presente fascicolo ho raccolto le note del corso di Teoria dei Campi (Corso di Laurea
Specialistica in Fisica Teorica) tenuto dal Professor Massimo Testa presso il dipartimento
di Fisica dell’Universita degli Studi di Roma La Sapienza nell’anno accademico 2009/10.
Il materiale contenuto in queste note € una trascrizione liberamente adattata e illustrata
degli appunti da me raccolti durante il corso. Consiglio di prestare attenzione alla data di
aggiornamento del fascicolo, in quanto alcune parti possono venire integrate e eventuali
imprecisioni corrette nel corso del tempo®.

Flaviano Morone

Center for Quantum Phenomena
New York University, 8 luglio 2022
(I stesura: luglio 2021)

'Per domande tecniche, segnalazione di errori, e commenti sul libro inviate una email a:
fm2452@nyu.edu
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Capitolo 1

Trasformazioni di Lorentz

Consideriamo una trasformazioni di Lorentz omogenea
o't = A* 2 (1.1)
che va letta usando le due regole seguenti:

1. quando un indice e ripetuto due volte all’interno di un’espressione occorre sommare
rispetto as esso (convenzione di Einstein sugli indici ripetuti), cioe

3
A a" = ZA“ z” (1.2)

v v
v=0

2. gli indici bassi (covarianti) e quelli alti (contravarianti) si manipolano usando il
tensore metrico dello spazio di Minkowski g,,:

1 0 0 O
0 -1 0 0
=10 0 -1 0| (1.3)

0o 0 0 -1
che serve per abbassare un indice alto

Ty = gur’ (1.4)
o alzare un indice basso

= g™, . (1.5)

Per definizione, una trasformazione di Lorentz lascia invariato 'intervallo x’“x:, Quin-
di, dall’invarianza dell’intervallo deduciamo che

/ / / v v o g
a"x, = guata"” = g N N 22 = gafa” (1.6)

da cui ricaviamo che

N N = Goo | (1.7)

Moltiplicando per g°"A®_ ambo i membri dell’Eq. (1.7) otteniamo

gMVA},LpAI/UgUTAaT — gpagO'TAaT — Aap , (18)

7
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dove abbiamo usato il fatto che g,,g°" = ¢7,. Moltiplicando per [(gA)~1]7" ambo i membri
dell’Eq. (1.8) otteniamo

(g0)up[(gA) TN g A = A% [(gA) T (1.9)
da cui, svolgendo i passaggi seguenti,
OT A _ AQ -1 -1
A’yag A T A p[A g }p’y
OT A « -1 «
ANV g7 A% = A (AT0) 9" = g™ (1.10)
AVpg"T (A7), = g7,

ricaviamo che

AgAT =g/, (1.11)

dove AT indica la matrice trasposta della matrice A. L’equazione (1.11) & una conseguenza
diretta dell’invarianza dell’intervallo. Alternativamente, ’'Eq (1.11) puo’ essere conside-
rata come la definizione stessa di trasformazione di Lorentz, cioé una trasformazione
lineare dello spazio di Minkowski che preserva l'intervallo. In quanto tale, una trasfor-
mazione di Lorentz puo’ essere espressa tramite una matrice ortogonale. Per dimostrare

cid moltiplichiamo ambo i membri dell’Eq. (1.10) per (A™")*,

gUTAaTA’yU(A—1>u — ga'y(A—1>u

o

! 1.12
N g,u,TAaT — ga'y(A—1>,u ( )

v

Moltiplicando ambo i membri della precedente equazione per g,,, otteniamo

guug/ﬁAaT = guuga’y(Ailwv
— A, = (ATh),>,

v

AT=A] (1.14)

In meccanica quantistica, ogni trasformazione di simmetria sugli stati fisici ¢ rap-
presentata da un operatore lineare e unitario o antilineare e antiunitario. Poiché le
trasformazioni di Lorentz sono un gruppo di simmetria continuo connesso all’identita con
continuita (possiamo sempre rendere triviale una trasformazione di Lorentz variando con
continuita i parametri della trasformazione), le trasformazioni di Lorentz saranno
rappresentate da operatori lineari unitari. Le trasformazioni indotte sugli stati
fisici dello spazio di Hilbert

(1.13)

da cui concludiamo che

v — U(ANa)y, (1.15)

soddisfano la regola di composizione
U(Ag,a2)U(Ay,a1) = U(AoAy, Asay + as) . (1.16)
Le trasformazioni con a = 0 formano un sottogruppo: il gruppo di Lorentz omogeneo:
U(A2,0)U(A1,0) = U(A2A1,0) . (1.17)

Utilizzando il fatto che AAT = AA~! = I e prendendo il determinante di ambo i membri
otteniamo
(detA)> =1 — detA =+1. (1.18)

8
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Le trasformazioni con det A = 1 formano un sottogruppo del gruppo omogeneo e anche
del gruppo inomogeneo. Consideriamo ancora l’equazione

g/LVAMpAVg' = gpcr ’ (119)
o equivalentemente
AgAT = ¢
Mg (M), = g (1.20)

AR gPA%, = g
Prendendo la componente 00 otteniamo

1= gw/AHOAVO = (A00)2 - AiOAiO
1= g,,A° A%, = (A%)? — A%AY (1.21)
— (M%) =1+ ANy =1+A%A°

e quindi
A% > 1, (1.22)

oppure
A% <1. (1.23)

Le trasformazioni con A% > 1 formano un sottogruppo. Per dimostrare quest’affermazio-
ne prendiamo due trasformazioni di Lorentz A e A e consideriamo ’elemento di matrice
(AA)%: ~ B B ~ B _

Sappiamo che il trivettore (A5, A%, A%) ha lunghezza \/(A%)% — 1 (questo fatto si di-
mostra facilmente a partire dall’Eq. (1.11)); analogamente il trivettore (A%, A%, A%) ha
lunghezza 1/(A°%)2 — 1. Di conseguenza il prodotto scalare dei due trivettori & limitato
da

R0 ATy + A%A% + A%A% | < /(A%)2 — 1/(A%)? — 1. (1.25)

Ma allora possiamo minorare la quantita (AA)%, come

(A = A%A% — 1/ (A%)2 — 11 /(A%)2 — 1> 1, (1.26)

C.V.D.

1l sottogruppo di trasformazioni di Lorentz con det A = +1 ¢ A% > 1 ¢ il gruppo di
Lorentz proprio ortocrono. Il gruppo di Lorentz proprio ortocrono ¢ una simmetria
esatta della natura e, come abbiamo detto, ¢ rappresentato da operatori U(A, a) lineari
e unitari nello spazio di Hilbert degli stati fisici. Le rappresentazioni non triviali sono ne-
cessariamente infinito-dimensionali, perché il gruppo di Lorentz completo (o inomogeneo
o di Poincaré) & un gruppo continuo non compatto, giacché i parametri che determinano
gli elementi del gruppo variano su un insieme illimitato.
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Capitolo 2

Funzione a 2-punti e normalizzazione
covariante degli stati

2.1 Funzione di Green a 2-punti e decomposizione spettrale

Scriviamo la relazione di completezza nello spazio di Fock:
1= |n)n|,

dove
In) (n| = ¢0|0)(0| +61/d3plp><p| +02/d3p1d3pzlp1,pz><p1,pzl + ...

Moltiplicando scalarmente ambo i membri dell’Eq. (2.1) per (0| otteniamo
O > [n)(n| = co(0] = (0] = co=1.
Moltiplicando scalarmente per (p/| troviamo
WIS ol = e [ Eplo)el = eil] > =1,
E ancora, moltiplicando scalarmente per (p}, py| otteniamo

(P, o] Z In){n| = 02/d3p1d3p2(p'1,p’2|p1,p2)(pl,p2] .
n

Ora, il prodotto scalare (p}, ph|p1, p2) vale

(p1, Polp1, p2) = ((P1] @ (o)) (Ip1) @ |p2)) = (P |p1) (Phlp2) + (Pilp2) (Phlp1) =
= 0(p1 — p1)0(p2 — py) + (P} — p2)d(Ph — p1) -

(2.4)

(2.6)

Inserendo il risultato dell’'Eq. (2.6) nell'integrale al lato destro dell’Eq. (2.5) troviamo

62/d3p1d3p25(p1 — p1)8(p2 — o) {p1, P2l +02/d3p1d3p25(p’1 — p2)d(phy — p1){p1, p2| =

= (P, o] + 2P, 1Y

11
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da cui ricaviamo il valore di cs: .
Co = 5 . (28)

Generalizzando il procedimento a valori arbitrari di n € possibile dimostrare che ¢, = 1/n!,
per cui resta dimostrata la seguente identita:

1
Z [n)(n| = 10){0] + /d3P|P><P| + §/d3p1d3]92|p1,p2><p17p2| + ...
' (2.9)

1
N' /d3p1 d3pN‘p17' '7pN><p17"‘7pN‘ +..

Consideriamo ora un operatore locale hermitiano O(z) e calcoliamo il valore di aspet-
tazione sul vuoto del prodotto O(x)O(y), i.e. la funzione a 2-punti di Wightmann
(0|0(x)O(y)|0). Inserendo la relazione di completezza data dall’Eq. (2.1) nella funzione
di Wightman possiamo scrivere

(0]0(2)0(y)[0) = Z<0\O( i RIOWI0) = 010} (IO e 9P —
—ZIOIO )|n)[2e~ 0P '
/d4qZ! 0[0(0) ) Pe—e—Prgi(g — P,) =
_ /d‘*qe‘zq(w—y)zn:|<0|O(0)|n>|254(q_ P =

- |<0|o<o>|o>|2+/d4qe o= 37 (010(0)[n) 26" (g — Pr) =
n#0
— (0[O0 + / d'qe Vg

(2.10)
da cui ricaviamo la seguente identita

(0[0(2)O(y)|0) = \<0|0(0)|0>\2+/d4qe‘”(m‘y)ﬁ(Q) : (2.11)

dove la funzione p(q) ¢ data da

= _1{0[0(0)[n)[**(q¢ — ) - (2.12)

n#0

Il supporto di p(q) & contenuto allinterno degli stati fisici, per i quali deve valere la
condizione p?> > 0. Se ci limitiamo ad una teoria senza particelle a massa nulla allora
deve valere la condizone pitt stringente p?> > 0. Inoltre la componente temporale del
quadrimpulso & positiva per gli stati fisici, i.e. p® > 0. La funzione spettrale p(q) &
chiaramente reale e positiva (tutt’al pitt non negativa). Riassumendo, le proprieta di p(q)

SONno _
p(q) >0,
Pl =0, ¢=0 e ¢<0, (2.13)
ﬁ(Q):O, C]0<O»

12
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q0
A
AN 7
N 4
N e
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N e e
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Y e
N 7/
Y 4 . .
N o Stati a molte particelle
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AN 2m i
\\ //
N e
A Y e . .
» R L’ Stati a una particella
p(q) =0 "~ J
N m
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Y e
N 7
\\ // \ 0 -
Mass gap ++— R4 q = ‘(ﬂ
Y e
Y 4
S 2 —

Figura 2.1: Supporto della funzione spettrale p(q). In generale, la funzione p(q) ¢
reale e positiva nella regione ¢ > 0 e ¢° > 0, mentre si annulla all’esterno di quest’ultima.
Nel caso di una teoria senza particelle a massa nulla, la funzione spettrale presenta un
gap come quello mostrato nella figura. In altre parole, lo spettro di massa della teoria
comincia da un certo valore finito m corrispondente alla massa della particella piu leggera.

come illustrato in Figura 2.1.
Dimostriamo che p(q) & funzione solo di ¢. A tale scopo calcoliamo p(Aq)

= [(0[0(0)|n)6*(Ag — P) =) [(0|O(0)|An)[*6*(Ag — AP,) ., (2.14)
n#0 n#0

dove l'ultimo passaggio segue dal fatto che la relazione di completezza ¢ uguale per gli
stati trasformati di Lorentz, i.e.

1= [n)(n| = |An)(An]| . (2.15)

Procedendo troviamo:

= 3" 1(010(0)[An) 25" (A — AP,) =
n#0

= (0]O(0)|An) —P,) =
= 210100 [y~ P
i (2.16)
=Y [0loO)UA)[n)*6*(q — P) =
n#0
=D HOIUT (M) OO)U(A)n)?6*(q — Py)
n#0
dove abbiamo usato il fatto che | det A| = 1 e che il vuoto & invariante di Lorentz, cioe
U(A)]0) =]0). Poiché

UHA)O(AZ)U(A) = O(z) — UHA)OO)U(A) = O(0) | (2.17)

13
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ricaviamo che

A(Ag) = [(0[0(0)|n)*6* (¢ — P.) = plq) |, (2.18)
n#0

il che vuol dire che p(q) & una funzione solo di ¢°. Possiamo dunque scrivere p(q) come

plq) = p(¢*)0(q") . (2.19)

Se ¢* > 0 allora 0(¢°) ¢ Lorentz invariante. Se ¢* < 0, invece, 6(¢°) non ¢ Lorentz
invariante. Perd sappiamo che p(q) = 0 nella regione non fisica ¢*> < 0. Di conseguenza,
giungiamo al risultato importante che p(q) & invariante di Lorentz. Per comodita
ridefiniamo la p(q) riscalandola per un fattore (27)3, i.e.

3a) = 2D i) (2.20)

Usando 1'Eq (2.20) possiamo scrivere la funzione a due punti in Eq. (2.11) come segue

010(x)0()|0) = [(0]0(0)[0)]? + / gque-W—we(qO)p(q?) -

=100+ [ i [ G5 ol o) =
1000 + [ i [ 550l = ) =

— 1(0[0(0)[0)]? + / " Ao — i) |

(2.21)
dove

L2\ d4q —1q(z—y 0 2 2
WA (2 — y; 1) —/We =96(¢°)8(¢* — 1) (2.22)

e il propagatore di una singola particella libera di massa ;. Una cosa importante
da notare & che per x = y, a causa della positivita della funzione p(g?), la funzione a due
punti in Eq. (2.21) & divergente.

Consideriamo ora il valore di aspettazione sul vuoto del commutatore

©0[0(@),0WNI0) = [ dup(u?) 1A% (@~ i)~ oA (g~ wii)] (223
0

dove AT (x—y; u?) —1 AT (y—x; 4?)] & proprio il commutatore dei campi liberi di particelle
di massa g che si annulla per z — y di tipo spazio (cioe¢ quando (z — y)*(x —y), < 0).
Consideriamo poi il valore di aspettazione sul vuoto dell’anticommutatore

(01{0),0W}0) = [ ditolu) b (@ = yisl) + 18 (y — i) - (220
0

Poiché «+AT(z — y; p?) & pari in # — y, quando z — y & di tipo spazio la quantitd AT (z —
y; 1?) + 1A% (y — x5 p?)] # 0. Ora, se O(x) e O(y) fossero campi quantizzati per anticom-
mutatori troveremmo che

{O(2),0(y) }ao=y =0, (2.25)

14
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da cui seguirebbe che

(0{O(), O(y) }[0)z0—yo = 0 . (2.26)
Ma questo e assurdo, poiché abbiamo appena dimostrato, nella discussione che segue
I'Eq. (2.24), che (0[{O(z),O(y)}|0)z~y # 0. Di conseguenza, possiamo concludere che
O(x) &€ un campo bosonico. Quest’ultimo risultato ¢ un caso particolare del teorema
spin-statistica.

Supponiamo che esista uno stato ad una particella di massa m, che indichiamo con
D), tale che (0|O(0)|p) # 0. In linea di principio (0|O(0)|p) ¢ una funzione di p, cioe
(0|O(0)|p) = F(p). Usando il fatto che UT(A)O(0)U(A) = O(0) troviamo, perd, che

(O[UTAM)OO)U(A)[p) = (0[OO)U(A)[p) = (0]0(0)|AP) = (0lOO)[p) = F(p) . (2:27)

Facendo tutte le trasformazioni di Lorentz possibili otterremmo tutti gli stati possibili
della particella di massa m; quindi giungiamo alla conclusione per cui

F(p) = (0|0(0)|p) = (0|O(0)|Ap) = cost . (2.28)

In altre parole, F'(p) = F(Ap) & una funzione di p* invariante di Lorentz; di conseguenza,
puo essere funzione solo di p? = m?, cioe & una costante. L’invarianza di Lorentz implica,
dunque, la seguente normalizzazione

oo - 5 (220

(Se avessimo normalizzato a una § avremmo trovato —Y=0— v Zo dove wy, = +/|p]? + m?2).
(2m)3/2 /2wy’ p

Il contributo dello stato a una particella sara quindi dato da

o) = [ GEI000IR 5 —p) = o [ 55— -

2wy,

Z 7 (2.30)
_ 0 4 0 2 2 o) — 0 0 2 2
(2r)? /d p O(p")o(p* —m*)o(p — q) (Zﬂ)ﬁ(q )o(q® —m?)
da cui deduciamo che la forma della funzione p;(¢?) &
pi(q®) = Zod(q> —m?) | . (2.31)

Isolando il contributo degli stati a una particella nella funzione a 2-punti possiamo
riscrivere I'Eq.(2.21) come

(0|0(2)O(y)[0) = [{0]O(0)[0)[* + /OOO i p(* A" (z — y; p?) =

= [{0[0(0)[0)* + ZorA™ (x — y; m?) + / Ao (W nA (x —y; i)

4m?2

(2.32)
dove o(u?) ¢ definita dalla relazione
p(1?) = Zod(1* —m®) + (1) . (2.33)
Definiamo ora il prodotto T-ordinato dei campi O(x) e O(y) come
TO@)O(y)] = 0(z" - y”)O(2)O(y) + 0(y" — 2°)O(y)O(x) . (2:34)

15



F. Morone - TEORIA DEI CAMPI

Prendendo il valore di aspettazione sul vuoto del prodotto T-ordinato in Eq. (2.34)
otteniamo la funzione di Green a 2-punti:

(OITIO(@)0W)]|0) = ZotAp(z — y;m?) + /OO dpPo (W) Ap(z =y p?) |, (2.35)

4m?2

dove 1Ap(z — y;m?) ¢ il propagatore di Feynman, la cui definizione ¢ la seguente:
1Ap(z — y;m?) = 0(2° — " nAT (2 — y;m?) + 0(y° — 2"0nAt (y — 2;m?) (2.36)

che puo essere scritto sotto forma di integrale di Fourier come

9 1 e_Zq(z_y) 4
1Ap(x — y;m*) = L / R ZEd q . (2.37)

L’integrando nell’Eq. (2.37) ha due poli: uno in ¢° = —w, +1¢, e un altro in ¢} = w, — e,
dove w, = /|q]? + m?, come mostrato in Figura 2.2. Quando ¢ — 0 il polo ¢° tende
verso il bordo superiore dell’asse reale e I'integrale lungo I'asse Re(q°) nell’Eq. (2.37) deve
essere preso aggirando il polo dal basso; il polo qﬂ, invece, tende verso il bordo inferiore

dell’asse reale e l'integrale deve essere preso aggirando il polo dal basso, come illustrato
in Figura 2.2.

0
A Im(q”)
U E---un. - (2" — %) <0
/”’ \~\
s ~
’ ~
’ ~
’ ~
’ ~
’, N
4 \
Vi \
Vi \
4 \
4 AY
] 0 \
1 _ 1 \
I q_=—wgt1e % /)\ 1
1 1
; > ? > l > >
\ S/ . D Re(q)
0 . 1
\ =w,—1i€
\ 9+ =Wq K
A ’
AY 4
\ ’
\ Y4
N 4
\ ’
S ’
~ 4
~ ’
\\ f’
N\ ’f
S~ L _o- i N
—----- (" —y") >0

Figura 2.2: Cammino d’integrazione per il calcolo del propagatore di Feynman.
Il cammino Cr nel piano complesso della variable ¢° aggira il polo in —w, dal basso e
il polo in w, dall’alto; il cammino poi prosegue su una semicirconferenza nel semipiano
inferiore se 2° — 4° > 0, oppure nel sempiano superiore se 2 — y° < 0, cioe laddove il
fattore (=’ ~v")m(@”) converge.

La trasformata di Fourier della funzione di Green a 2-punti ¢ data da

_ 12 e o !
OITIOEOWII0) rr = =2+ /4 et (239

16
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In particolare, la funzione
ZZO

A 2.39
q2 _ m2 + 1€ ( )

da lo spettro di massa della teoria.

2.2 Trasformazione di Fourier di una distribuzione e prodotti di
operatori

Nella trattazione della funzione a due punti nella sezione precedente, e precisamente nella
discussione dell’Eq. (2.21), abbiamo osservato che il valore di aspettazione sul vuoto del
prodotto di operatori di campo, in generale, non e ben definito. Infatti, ¢ sicuramente
singolare allorquando due campi sono valutati nello stesso punto dello spazio-tempo.
Per costruire operatori di campo ben definiti che possono essere moltiplicati gli uni con
gli altri dobbiamo considerare i campi come distribuzioni a valori operatoriali che
devono essere integrate con funzioni di prova al quadrato integrabili per ottenere operatori
ben definiti. Ad esempio l'operatore

af = /d3pf(ﬁ)a (2.40)

e ben definito e, applicato allo stato vuoto, crea il pacchetto d’onda

a0y = / Ppf (P)lp) (2.41)

Fintantoché f(p) ¢ al quadrato integrabile, la norma di questo stato sara finita, i.e.

(Olasat|o) = /d3pd3p’f*(p)f(p’)5(p —p) = /d3p|f(p)\2 <0 (2.42)

Analogamente, un campo locale ¢(z) va interpretato come una distribuzione a valori
operatoriali, cioe

br = / B f(E)o(20, 7) = d;(°) | (2.43)

che puo essere interpretata come una media pesata di ¢(x) sullo spazio 3-d. La relazione
di commutazione a tempi uguali

[6(2°, ), (", )] = —6®)(F - §) , (2.44)
va, quindi, reinterpretata come
650 0,a0) = 1 [ F@9l@8V @~ Diady = =1 [ f@@ s (245)
dove l'integrale a lato destro esiste ed e finito.

Definiamo ora la trasformata di Fourier di una distribuzione D(z) tramite la seguente
equazione

/ T D) (k) = / " D)f)|. (2.46)
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dove f(z) e lantitrasformata di Fourier di f(k). In generale, la trasformata di Fourier di
una funzione a supporto compatto non € a supporto compatto. Tuttavia, la trasformata
di Fourier di una funzione a decrescita rapida e anch’essa a decrescita rapida. Scegliamo,
quindi, come spazio delle funzioni di prova lo spazio delle funzioni temperate, ovvero
le funzioni che decrescono piu velocemente di ogni potenza inversa.
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Capitolo 3

Matrice S e formule di riduzione

L’esperimento tipico in fisica delle particelle ¢ quello in cui molte particelle, partendo da
una distanza macroscopicamente grande, interagiscono in una regione microscopicamente
piccola; dopo di che i prodotti dell’interazione si allontanano di nuovo verso distanze ma-
croscopicamente grandi. Gli stati fisici, prima e dopo la collisione, consistono di particelle
che sono cosi lontane da essere praticamente non interagenti; essi sono tali, quindi, da
poter essere descritti matematicamente come prodotto diretto di stati a una particella. In
questo tipo di esperimenti quello che viene misurato ¢ la distribuzione di probabilita, o se-
zione d’urto, per transizioni tra stati iniziali e finali di particelle distanti ed effettivamente
non interagenti.

3.1 Stati IN e stati OUT

Uno stato che consiste di molte particelle non-interagenti puo essere considerato come

uno stato che, sotto le trasformazioni del gruppo di Lorentz inomogeneo, trasforma come

un prodotto diretto di stati a 1-particella. Per etichettare gli stati a 1-particella usiamo i

loro quadrimpulsi p*, la proiezione dei loro spin lungo l’asse z, e un indice discreto n per

il tipo di particella, che include una specificazione della sua massa, spin totale, e carica.
La regola di trasformazione generale si puo scrivere in forma compatta come

U(A, @) = el (3.1)

dove « & un indice collettivo per indicare tutti i numeri quantici delle particelle. Lo stato
1, € un autostato dell’energia con autovalore E,

Hwa = aqvba ) (32)

dove E, ¢ uguale alla somma delle energie a 1-particella
E,=p)+p5+ ... (3.3)

La normalizzazione covariante dello stato v, si ricava calcolando il prodotto scalare

(o [V0a), 1ee.
(Vartha) = (27)*2E,6% (a0 — ) . (3.4)

Evidentemente la regola di trasformazione data dall’Eq. (3.1) si applica anche nei
processi di scattering ai tempi ¢ — F+00. Come abbiamo detto nell’introduzione a que-
sto capitolo, in un esperimento di scattering tipico cominciamo al tempo ¢ — —oo con
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particelle cosi lontane le une dalle altre da essere non ancora interagenti e finiamo al
tempo t — +o00 con particelle altrettanto lontane da aver cessato di interagire. Abbiamo
quindi non uno, ma due insiemi di stati che trasformano ciascuno come una collezione
di particelle libere. Definiamo stati in 1™ e stati out ¢°" gli stati asintotici che con-
tengono le particelle descritte dall’indice « se le misure sono effettuate rispettivamente a
t — —o0 o0 at — +oo. Dobbiamo precisare che, poiché utilizziamo la rappresentazione di
Heisenberg, i vettori di stato non cambiano nel tempo, cosicché 1y /o jon sono i limiti
per t — +oo di un vettore di stato dipendente dal tempo (t).

Gli stati in e out formano, separatamente, una base completa nello spazio di Hilbert
fisico. Questo implica che ogni stato fisico dello spazio di Hilbert puo essere costruito
come una sovrapposizione di stati o di stati out. Inoltre, se esistono stati legati stabili,
questi devono essere inclusi nell’insieme completo di stati asintotici. Lo stato di vuoto
coincide nelle due basi, i.e.

|0,in) = |0, out) . (3.5)

Anche gli stati a 1-particella coincidono:

|p,in) = [p, out) , (3.6)

perché prendiamo come stati asintotici solo particelle stabili.
In accordo ai postulati della meccanica quantistica I’ampiezza

(B, out|c, in) (3.7)

determina la probabilita che uno stato in |«, in) a t = —oo sara misurato come uno stato
out |3, out) al tempo ¢t = +oo. La basi in e out si costruiscono applicando successivamente
gli operatori di creazione (a')™ e (a')°® allo stato vuoto. Le regole di commutazione tra
operatori di creazione e annichilazione di stati in sono semplici, i.e.

[a, (al, )] = 6(5— p') . (3.8)

Altrettanto semplici sono le regole di commutazione tra operatori di creazione e annichi-
lazione di stati out, i.e.

a5, ()™ = 57 = ¥/) - (3.9)
Al contrario, la regola di commutazione tra gli operatori di annichilazione (o di creazione)
di uno stato in e di uno stato out

in out] —_ 9

lay', ay ?, (3.10)

¢ in generale complicata.

Possiamo associare agli stati asintotici i campi ¢™/°"(z) asintoticamente liberi a ¢ —
+00. Questi campi soddisfano 1’equazione di Klein-Gordon

(O+ m2)gz§in(x) =0,
(D + m2)é0ut(x) =0 )

dove m ¢ la massa fisica, e possono essere espansi nella base delle onde piane nel modo
seguente

(3.11)

_ d3p ~in_—ipx ~ tin 1pT
¢1n($) = W [(Ip e +Clp e ] s

d3p ~out —ipz ~ fout ipx
onle) = | Gz (% + e
p

(3.12)
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Per poter valutare quantita fisicamente rilevanti dobbiamo, in qualche modo, collegare
I'operatore di campo interagente ¢(z) ai campi asintotici ¢™/°"*(x). Il campo interagente
¢(z) & anche detto campo interpolante. Dunque, vogliamo dare un significato al limite

lim  ¢(z) — ¢™VM(z) . (3.13)

20— 400

Innanzitutto un campo interagente soddisfa un’equazione di campo non lineare del tipo:
(O +m?)¢(z) = j() (3.14)

dove la sorgente j(x) & un operatore locale che dipende da ¢(x). Inoltre, j(z) contiene
un termine che tiene conto dell’uso della massa fisica m invece che della massa nuda my.
Tale termine ¢ della forma

Jsm(x) = (M? — m3)¢2(x) = —om?¢*(x) . (3.15)

L’equazione differenziale nell’Eq. (3.14) puo essere formalmente risolta usando le funzioni
di Green, i.e.

oa) = u(o) + [ ' Anlo — )i
A(x) = Pous () + /d4x'AA(x —2)j(2')

dove Ag(x) a Aa(z), dette rispettivamente funzioni di Green ritardata e avanzata,
soddisfano le seguenti condizioni

(3.16)

Ap(r —2') =0 se 2°<a”,

3.17
Aglr —2')=0 se 2°>2". (3:17)
Se la sorgente agisse solo per un intervallo di tempo finito T, cioe
jx)=0 per |t|>T/2, (3.18)
allora potremmo dedurre immediatamente che
lim_¢(x) = ¢u(a) |
v (3.19)
Jim o) = dou() .
-’ —+00

I limiti del campo interpolante dati dall’Eq. (3.19) seguono semplicemente dalle carat-
teristiche di causalita dei propagatori avanzato e ritardato. Questa condizione, e di
conseguenza i limiti nell’Eq (3.19), non puo essere soddisfatta in generale a causa del-
l'autointerazione (che in teoria delle perturbazioni ¢ descritta in termini di emissione e
riassorbimento di quanti virtuali del campo) che non puo essere spenta, cosicché il con-
tributo del secondo termine in (3.16) non si annullera mai completamente. Potremmo
indebolire la condizione di limite e postulare una proporzionalita con gli operatori di
campo asintotici della forma

i, #(2) = VZ4n(a).

lim QZ)(I‘) = \/Egbout(x) )

z0—+o0

(3.20)
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dove Z ha il significato di costante di rinormalizzazione. In assenza di interazione
avremmo banalmente Z = 1. Nel caso generale v/Z ha un semplice significato intuitivo:
essa descrive 'ampiezza di probabilita che l'operatore ¢(z) crei uno stato di singola
particella quando agisce sullo stato vuoto. Infatti:

(n]¢(2)[0) = VZ(n|¢in()[0) = 51V Z{1|¢3n(2)[0) . (3.21)

Comunque, a causa dellinterazione, 'operatore ¢(z) pud anche creare stati a molte par-
ticelle complicati e quindi il valore della costante Z deve essere un valore compreso fra 0
el ie.

0<Z<1. (3.22)

Ancora non abbiamo una descrizione soddisfacente del comportamento asintotico del-
I’operatore di campo. Infattila condizione Z # 1 contraddice immediatamente le relazioni
di commutazione a tempi uguali. Il problema sorge perché gli operatori ¢, (x) soddisfano
le relazioni di commutazione a tempi uguali, per cui possiamo scrivere

lim [¢(z°, ), (2%, 7)] = 103 (Z — ) = Z[pw(2°, D), pin(2°, )] = Z:6® (Z—7) , (3.23)

20— —00
da cui Z = 1. Per risolvere il dilemma dobbiamo definire meglio cosa intendiamo per
convergenza di una successione di operatori. Se abbiamo una successione di operatori O;,

diciamo che O; converge in norma (convergenza forte) all’operatore O per i — oo se
O;1 tende a O per ogni vettore ¥ nello spazio di Hilbert H, cioe

lim |0 — OVl =0, Ve, (3.24)
1— 00
dove, nel nostro caso, la norma || - || € quella indotta dal prodotto scalare. Questa condi-

zione, pero, risulta troppo restrittiva. Definiamo quindi una convergenza operatoriale
debole nel senso che

lim ((x[O:f¢) — (x[O6) =0 ¥ x W eH . (3.25)

In questo modo solo gli elementi di matrice degli operatori O; nella successione devono
tendere all’elemento di matrice dell’operatore O. Questa condizione risulta essere suffi-
ciente per i nostri scopi poiché le osservabili fisiche sono descritte proprio da elementi di
matrice (al quadrato). Matematicamente questa condizione & comunque piu debole della
convergenza in norma se consideriamo uno spazio di Hilbert infinito-dimensionale. Infatti
consideriamo la seguente quantita

1(0; = O)|W)|]* = (] (O] = OT)(0; = O)|¢b) = _(¥|O] = OT|x){x|O; — Ol) =

X

3.26
=3 1@l0; — 0P 520

Ora, se la successione O; converge in norma all’operatore O la somma tende a 0 e quindi
ciascun termine tende a zero perché la serie € a termini positivi. L’inverso non e vero in
generale. Poiché la somma ¢ infinita, ’annullarsi dei singoli termini non implica che la
somma stessa si annulli se la convergenza non e uniforme.
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La condizione asintotica per I'operatore di campo deve essere, quindi, formulata nel
senso di una convergenza operatoriale debole:

Olim (blp(x)|a)y = \/E(b|<bm(x)|a) Y |a),|b) € H
T’ ——00
. (3.27)

Jim (o)) = VZ(pldow(®)la) ¥ |a), b) € H .
In questo modo non incontriamo la contraddizione data dall’Eq. (3.23) quando prendiamo
il commutatore degli operatori di campo. Infatti, se usiamo il criterio di convergenza
debole espresso dall'Eq. (3.27), i limiti A; — A e B; — B non implicano che il prodotto
di operatori A;B; tenda ad AB e dunque il ragionamento precedente non ¢ applicabile.

Rigorosamente anche i limiti nell’Eq. (3.27) non sono matematicamente corretti,
perché gli elementi di matrice sono funzioni oscillanti del tempo che non possiedono un li-
mite ben definito. Ricordiamo che nel caso dell’equazione di Klein-Gordon ((+m?)¢(z) =
0 possiamo definire il prodotto scalare di due funzioni d’onda di Klein-Gordon
¢1(x) e Po(x) (che non e strettamente un prodotto scalare poiché non & definito positivo)
come:

(@nla),on(o)) = 1 [ Pl DT 03", (3.28)
dove
01(a°,7) 0 63(2°, F) = ¢} (2%, F)0o3(2°, 7) — [005} (2°, B))3(a", 7). (3.29)
Un sistema di onde piane normalizzate
fol@) = (27r)§/2, 2w,
vt (3.30)
folx) =

(27)372\ 2w,

forma un insieme ortonormale rispetto al prodotto scalare definito dall’Eq.(3.28), i.e.

(fpufm) = 53(p_i _p_é> )
(for: fpa) =0, (3.31)
(fon f) = =0° (01 — 12) -

Quindi, proiettando i campi asintotici su f, o f; otteniamo

(fp7 ¢in) = a;gn 5

. 3.32
_(f;7¢in) = a;rgm . ( )

(Nota: usando le equazioni del moto e un’integrazione per parti si puo dimostrare che gli
operatori di creazione e distruzione @;f;“ e a,' sono indipendenti dal tempo). Se formiamo
un pacchetto d’onda sovrapponendo solo onde a frequenza positiva avremo

(fp?gbin) = aif][1 ’
—(f5, bwn) = a}™
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dove
&J}in\()) = —z/dgxf(xo,f)%qﬁm(xo,f)m) : (3.34)

Ovviamente anche f(z°, ¥) soddisfa 'equazione di Klein-Gordon, i.e. (O+ m?)f(z) = 0.
In generale, se prendiamo una sovrapposizione di soluzioni sia ad energia positiva che
negativa avremo

(f,0™) = o} . (3.35)
Dimostriamo ora che i campi asintotici proiettati su pacchetti d’onda soluzioni del-

I’equazione di Klein-Gordon sono indipendenti dal tempo. Infatti, calcolando 80¢1]P
troviamo

60¢ifn = ZaO/d3$f*(x07f)<a—0>¢in<$o,f) = Z/de [f*ag¢1n - (agf*)¢m} =

- / & [f*(Brm) — (V2 —m?) f*dua] =
(3.36)
= [ [ - ] =

— z/def*(D +mHpm =0,

dove il penultimo passaggio si ottiene integrando 2 volte per parti. Il campo interpolante
proiettato sul pacchetto d’onda

(f,0) = o5, (3.37)

¢ in generale dipendente dal tempo. Nonostante cio, gli elementi di matrice tendono asin-
toticamente ad un valore costante. In definitiva, una volta proiettati i campi interpolante
e asintotico sul pacchetto d’onda, il limite

lim (b¢s(a)]a) = VZ (b6} ™ |a)

20—4o00

(3.38)

¢ ben definito.

3.2 Formula di riduzione

E facile vedere che la costante Z che appare nel limite asintotico nell’Eq. (3.38) € proprio
uguale alla costante Z; che abbiamo trovato nella rappresentazione spettrale della funzio-
ne a 2 punti nell’Eq. (2.35) Per dimostrare questa affermazione consideriamo ’elemento
di matrice di ¢;(z°) tra il vuoto e lo stato ad 1-particella:

%

0lps(2%)[B) =1 [ d*xf*(x) 0 (0¢(x)|P) =
- / &z f*(x) B (0]eP=¢(0)e ™= |p) =
- / & f*(x) 8 e~ (0]6(0)[) =
A

* < —ipx
= o |l @ B

(3.39)
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D’altra parte

in,ou * 7 in,ou * <7 —pT
<O|¢ 1Py = | dxf(x) 0 (0|¢™ (x)|p) _( )3/2/d3xf (z)Ope* . (3.40)
Il prodotto scalare
3 * 7 —1px
d°xf*(x)ge """, (3.41)

e il prodotto scalare di 2 soluzioni dell’equazione di Klein-Gordon e quindi ¢ indipendente
dal tempo. Avremo allora

: ? Z * <_> —1pT ou 11'1 ou 1n
Am Olos@p = G5 [ daf @) de™ = V207" B) = VZQIT" B
(3.42)
e quindi
Zo= 14 . (3.43)
Consideriamo 'ampiezza
<Q17QZ>OUt|p17PQain> ) (344)
con py, P2 # q1, g2 Usando gli operatori di creazione possiamo scrivere
<Q17 q2, Ouﬂplap% 1n> <QI7 42, Out|aTm’p27 1I1> <345)

fin _

<Q17 4z, Out‘a;:?ut‘p% 11’1> + <CI1> q2, OUt’aJ TOUt‘an 11’1> :

Calcolando I'ampiezza (g1, g2, out|al™|p;, in) otteniamo

(@1, Q2>OUt\aTout\p2, in) = (qi, 0Ut’P2>in>53(672 — p1) + (g2, out|pa, in>53(§1 —p1) =0,

(3.46)

perché p; # q1, q2. Assumere che tutti gli impulsi delle particelle corrispondenti a stati in

e out siano differenti equivale a tralasciare quei processi in cui qualcuna delle particelle

\‘passa indisturbata” senza partecipare alla diffusione. Possiamo chiaramente includere

anche questi termini facilmente poiché essi sono semplicemente gli elementi della matrice

S con un numero ridotto di particelle.

Sappiamo che

ar = z/d?’xf;(x)b—gcﬁi“(x) )
o (3.47)
ag,in = — / d3xfp(x) 0o ™ () ,

dove ¢(x) ¢ reale. Quindi possiamo scrivere

: a7 ou in :
(1, g2, out|p1, p2, in) ZZ/dgxfpl(x) 9o (q1, g2, out[¢™" () — ¢™(2)|py, in) =

:@( lim — lim )%/d?’xfpl(:v)b_g(ql,qg,out|¢(x)|p2,in> =

29—+00 20— —0c0

-— = [ @' [ B (a1 aa,0utlo(@)lpa,in)]
(3.48)
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Possiamo prendere come campo interpolante ¢(z) un campo qualsiasi, avendo cura di
cambiare opportunamente la costante Z. Procedendo ulteriormente nel calcolo dell’am-
piezza (q1, g2, out|py, p,in) troviamo

<QI7 q2, OUt|p17p27 1n> =

-7 / A [ f ()03 (a1, g, 0ut| (@) [p2, in) — (2 fru (%)) (a1, Go, 0ut| () [p2, in)] =
\/—/d4 fpl <q17 q2, OUt|¢< )|p2,in> + (m2 - A)fpl(x)<q17 Q27OUt|¢(x>|p2’ in>] =
N T / d'x f, (2)(0 + m?){q1, g2, out|é(z) |pa, in) =

\/—/d4$fp1 <Q1aQ2aOUt’¢( )|p27in> )

) (3.49)
dove K, = [J, + m? (con m la massa fisica) e abbiamo integrato (m? — A) per parti su
d3z.

Calcoliamo ora (qi, g2, out|¢(z)|pe, in):

<q17 q2, Ouﬂ¢(£) ’p27 1H> <Q2> Out|a’0ut (.CU) |p27 1H> =
= (g2, 0ut|()a® by, in) + (g2, 0ut|aG(z) — H(z)a |py, im)
(3.50)
Il termine (go, out\(b(x)a;ﬂpg, in) € uguale a zero:
(g U] () [, i) = (g2, out] () ali[0, in) =
g, out|(x)[ag:, ali?] + aftag |0, in) = (3.51)

= (
= 6*(qy — pa){qo, out|p(2)[0,in) =0 ,

perché ¢; # po. Quindi avremo

<q17 q2, out|<b(x) |p27 1H> <Q27 Out|a’Out (ZL’) - ¢(x)a$ |p27 1n> =

- / By L7 () T (g2, ot 6™ (1)) — G(x)¢™ () oy im) =

Yo—+00

—= |, lim / Py £ () By (g2, out] 6 ()6 () [pa, in) —
— lim | dyf () B (go, out|p(x)p(y) pay in) | =

Yo—+r—00

:% JJlm (g2, outley, ()6 (:c)lpz,in>—yolggloo@z,0ut!¢(x)¢fq1<y0>!pz,in>] =

@\H

Yyo—r+

tim_ (g2, 0ut|T [0, (4)6(2)] i) = Tim_ (g2, 00t|T [6(2) 5, ()] rp2,1n>] ,

(3.52)
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e inoltre

= [ @, (£ 00 w00t T [00)o(0)] o) =
- 7 [ [f;l(y)850<qz,out\T[¢(w)¢(y)] pavin) — (2, 7, () (g, ont| T [6(@)6(w)] oo, i)

- / 17 (9) Ky (g2, out|T [6(2)p(y)] [pan i)
(3.53)

Riassumendo, abbiamo trovato che
<QI>(]27011t’p1 p271n \/—/d4xfpl <Q17quoUt|¢< )|p27in> 9

(1.0, 000 0) ) = —— / 2 () Ky (g2, 0ut| T [0(2)6(1)] [pan ) |

) 2
ﬁ<q1,q2,out|p1,p2,m>—(ﬁ> / d'f, () K, / L (1)K (g out| T [6(2)$(y)] [pay i)
(3.54)

Continuando a ridurre otteniamo la formula finale

<QIa q2, OUt|p17p27 1n> =

(L) [ dtdydted gy, () i 0) 1 (1 (0) R KR 01T [0)6(0)6:)0w)] 0]

VZ

(3.55)

3.2.1 Invarianza di Lorentz delle funzioni di Wightman

Consideriamo la funzione di Wightman a 2-punti

(01A(2)B(0)]0) = Aup() , (3.56)

con A e B operatori locali scalari. Usando le seguenti relazioni

A(Az) = U(AN)A(z)UT(A)

B(0) = U(A)B(0)UT(A) (3.57)

otteniamo

(0]A(A2)B(0)[0) = Aap(Az) = (0]U(A)A(2)UT(A)B(0)|0) = (0]A(2) B(0)[0) = Aap(z)

(3.58)
da cui deduciamo che le funzioni di Wightman sono invarianti di Lorentz. In
particolare, consideriamo una trasformazione di Lorentz infinitesima

Ax = A ¥ =2t + ez, | (3.59)
dove e = —¢e”" ¢ il tensore antisimmetrico, e calcoliamo A yp(Ax):
0
AAB(A$) = AAB(IL"“ + 6””%,,) = AAB( ) + WAAB( )EMVIB,, = AAB(ZL') . (360)
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Di conseguenza, il termine con la derivata deve annullarsi, i.e.
[0uAup(x)] ez, =0, (3.61)
e poiché e e antisimmetrico possiamo scrivere
(2,0, — x,0,) Aap(x)e"” =0 . (3.62)

Inoltre, siccome e€*” e arbitrario e i 6 parametri della trasformazione sono indipendenti
otteniamo

(2,0, — ,0,) Aap(z) =01, (3.63)

che ¢ la condizione che assicura l'invarianza di Lorentz di A4 ().

3.2.2 Invarianza di Lorentz delle funzioni di Green

Consideriamo la funzione di Green a 2-punti di due operatori scalari A e B
0T [A(z)B(0)]]0) = 0(z")Aup(z) + 0(—2") Apa(z) . (3.64)

La condizione di invarianza relativistica della funzione di Wightman, cioe 'Eq. (3.63),
non puo essere estesa sic et simpliciter alla funzione di Green definita dall’Eq. (3.64). 11
problema sorge quando applichiamo (x,0, — z,0,) alla funzione di Green nell’Eq. (3.64)
con p = 0 oppure v = 0. Ad esempio, applicando (x¢0; — z;05) otteniamo

(200; — :00) (0| T [A(z)B(0)] |0) = (200; — 2:0p) [0(z°) Aup(z) + 0(—2°)Apa(z)] =
= 200; [0(z) A ap(z) + 0(—2°) Apa(z)] -
— 2;00[0(2°) Aup(z) + 0(—2°)Apa(z)] =
= 200(2°) 0 A ap (1) + 100(—2°) 0 Apa(x)—
— 2:6(2°) Aap(z) — 2,0(3") 0 A ap(z)+
+ 2;0(—2°) Apa(x) — 2:0(—2°)0gApa(z) |

(3.65)
da cui usando la relazione

.ToaiAAB(fE) = .Z'iaoAAB(LE) s (366)
ricaviamo che

(200; — :00) (0| T [A(z)B(0)] |0) = —2;6(2")[Aup(z) — Apalz) =
@ OAE), BOJ0) = . (367

—,

= —2;0(2){0[[A(0, %), B(0,0)]0)
Il commutatore a tempi uguali nell'ultimo passaggio ¢ identicamente nullo
[A(o,f),B(o,G)] ~0, (3.68)

perché la separazione e di tipo spazio. Di conseguenza, quando ¥ — 0, il commutatore
non puo che comportarsi come una delta di Dirac o una derivata di ordine arbitrario della
delta. Ad esempio, possiamo porre

(0[[A(0, ), B(0,0)]10) = co6(Z) + 1 A 8(F) - (3.69)
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(Non ci puo essere un termine 0;6(Z) perche non sarebbe una quantita scalare). Notando
che
—2;0(2°)cod (Z) = 0, (3.70)

otteniamo

Per calcolare la quantita a secondo membro dell’Eq. (3.71) consideriamo la seguente
identita
2'6(%) =0, (3.72)

e prendiamone la derivata rispetto a x;, ottenendo cosi
0;[x:0(Z)] = 6;;0(%) + 2,0;0(Z) =0 . (3.73)
Derivando ancora rispetto a z; otteniamo
0;0;[x:0(Z)] = 20;0(%) + ,0,0,0(Z) =0 , (3.74)
da cui ricaviamo il risultato utile seguente
—x; A §(Z) = 20,0(%) . (3.75)

Inserendo il risultato precedente nell’Eq. (3.71) otteniamo

(200; — :00) (0| T [A(z)B(0)] |0) = 2¢10(z°)0;6(Z) |, (3.76)

che ¢, in generale, diverso da zero. La morale della storia ¢ che la funzione di Green
(ovvero il T-prodotto) cosi come definito nell’Eq. (3.64) non soddisfa la condizione di
invarianza relativistica. Matematicamente, questo deriva dal fatto che il prodotto di due
distribuzioni singolari puo non essere ben definito.

Ridefiniamo quindi il T-prodotto in modo tale che la condizione di invarianza re-
lativistica sia soddisfatta. A tal scopo, aggiungiamo alla definizione nell'Eq. (3.64) un
controtermine nella forma di una distribuzione che e singolare laddove T e singolare, i.e.

(07 [A(z) B(0)] 10) = (O[T [A(2)B(0)]0) + adod ()3 () - (3.77)

Applicando (z¢0; — x;0y) ad ambo i membri dell’Eq. (3.77) e usando il fatto che

100p6(2°) = —0(2°) (3.78)
otteniamo
(2005 — 2:00) (O] T* [A(2) B(0)] |0) = 2¢16(2°)0"0(F) + w0 (2°)0'6(%) =
= 2¢16(2")9'6(%) — ad(2°)0'6(F) = (3.79)

= (2¢; — a)6(2°)0"6(Z) .

Scegliendo a = 2¢; otteniamo un T-prodotto, e quindi una funzione di Green, che soddisfa
la condizione di invarianza relativistica, i.e.

(200; — 2:00) (0| T*[A(x)B(0)]]0) =0 |. (3.80)
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Occorre ancora verificare che usando 7* la fisica non cambia. Questo si puo verificare, ad
esempio, ricalcolando la rappresentazione spettrale analoga all’Eq. (2.38), che ora diventa

14

g% —m? + e

(0T [A(2) B(0)] [0)er = T / o [ (@)5()] (3.81)
nella quale il polo resta in ¢> = m? e quindi lo spettro di massa della teoria non viene
alterato. Anche nelle formule di riduzione 7* non cambia il risultato fisico poiché differisce
da 7 per un termine che ha supporto nel solo punto ¢ = 0, mentre le formule di riduzione
sono sensibili solo ai tempi ¢t — F+o00.
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Capitolo 4

Funzionale generatore

La definizione del funzionale generatore delle funzioni di Green ¢ la seguente

210 = Z;—n! / dizr 2 O] T [6(21) ()] [0 T (@) T () | . (A1)

Per estrarre le funzioni di Green dal funzionale generatore Z[J] dobbiamo introdurre
dapprima il concetto di derivata funzionale.

4.1 Derivata funzionale

Dato un funzionale F[Q)] definiamo la derivata funzionale di F' come il limite

IF[Q] FlQ(') + bz — a’)] - FIQ(=)]

=1 4.2
6Q(w) o : +2)
Facciamo alcuni esempi per elucidare il concetto.
1. Consideriamo un funzionale F[@] della forma
FIQ) = [ drQu)s(a). (4.3

e calcoliamo F[Q + €]

FIQ + 0] = / 1[Q) + ebx — (@) = FIQ + ef(x) . (44)

Usando la definizione in Eq. (4.2) deduciamo che la derivata funzionale di F[Q] ¢
semplicemente

)
0 ()

= f(z) . (4.5)
2. Consideriamo ora un funzionale F[Q] della forma
FlQ] = /dx'Q(x')é(x’ —x)=Q(x) . (4.6)
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Calcolando F[Q + €] troviamo

F@+@=/Eﬂmef—m+d@—w&fﬂm=F@Hdw—w,@n
per cui la derivata funzionale vale

OFQ] _ 0Q(z) _

= =d0(x—y) . 4.8
Q) Q) Y )
3. Consideriamo poi un funzionale della forma
F[Q] = el Q@) @)de (4.9)
La quantita F[Q + €d] vale
FQ + €d] = o) Q@) f(@)+ed(z—y)f(z)dw _ F[Q]egf(y) . (4.10)
Calcolando il limite come prescritto dall’Eq. (4.2) otteniamo
. FlQ+ed]— F|lQ et 1
tim MO NI g Pl ()
e—0 € e—0 €
per cui la derivata funzionale ¢ data da
OF[Q] d
500) () (4.12)
4. Come ultimo esempio consideriamo il funzionale
F[J] = ef 4=y J@)A@»IG) (4.13)

e calcoliamo F[J + €d]:
F[J + €] = exp {/dxdy [J(x) + ed(x — 2)|A(z, y)[J(y) + ed(y — z)]} =

=F[J] exp {e/dxdy Sz — 2)A(x,y)J (y) + e/dxdy J(x)A(z,y)o(y — 2) + zl(iﬁ .

Procedendo come nell’esempio precedente possiamo calcolare facilmente la derivata
funzionale, che in questo caso vale

Se la funzione A(z,y) & simmetrica in x e y, i.e. A(x,y) = A(y, z), allora la derivata
funzionale diventa

OF[J]
0J(2)

=2 [/ dx A(z,x)J(a:)] el dwdy J(@)A@y)I () (4.16)

Usando la definizione di derivata funzionale data dall’'Eq. (4.2), la funzione di Green

a n punti si calcola prendendo, appunto, la derivata funzionale del funzionale generatore
definito nell’Eq. (4.1), i.e.

5 Z[J]

OIT [(@0)- -0zl 10) = (=) 57— 55

(4.17)

E opportuno notare che il funzionale generatore Z[J]| é definito solo per le funzioni di
Green che sono simmetriche in 1, ..., x,, ma non per le funzioni di Wightman.
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4.2 Rotazione di Wick

Consideriamo il propagatore di Feynman della teoria libera dato dall’Eq. (2.37), che
riscriviamo di seguito per semplicita di esposizione

2 e—lpl' 4
1Ap(x) = L /p2 . Zed D . (4.18)

Se prolunghiamo analiticamente questa funzione nel piano della variabile complessa tem-
porale z° usando la trasformazione mostrata in Figura 4.1 data da

0 10

x' =x4e”” conzg €R, (4.19)

otteniamo una funzione 1Ay (z) che si riduce a 1Ap(z) per § — 0. C’¢ un problema pero.

Se sostituiamo banalmente 2° = z,e7*? nell’espressione del propagatore, i.e.

—p020

e — exp[—zp0x4e_’9] — 6—zp0x4 cos@e—p0r4 sin 0 (420)

otteniamo un integrale divergente e quindi non ben definito. Per definire opportunamen-

A Im(2?)

Figura 4.1: Rotazione di Wick nel piano della variabile complessa z".

te il prolungamento analitico dobbiamo modificare il cammino di integrazione nel piano
della variabile complessa p° ruotandolo in senso opposto. In buona sostanza, contempo-
raneamente alla sostituzione z° = x4~ dobbiamo effettuare la trasformazione mostrata
in Figura 4.2 data da

P’ =pse? conp,eR. (4.21)
In tal modo otteniamo
Zeze 6—1p4x4+lﬁ-f
1Ng(z) = o) /piem P dpadyp’ . (4.22)

Scegliendo 6 = Z (e facendo un cambio di variabili p = —p) otteniamo
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Am(p°)

\4

Figura 4.2: Rotazione di Wick del cammino d’integrazione del propagatore di
Feynman 1Ag(zx) .

A ! T i = A 4.3
Benln) = oy | = At (4.2

Definiamo il quadrimpulso euclideo pg il quadrivettore di componenti
pe = (pa,9) = (—up’, p) . (4.24)
Analogamente, definiamo il quadrivettore posizione euclideo come
v = (14, 7) = (12°,7) . (4.25)
Definiamo il prodotto scalare euclideo pgx g nel modo usuale come
pptp =y + P T = (—1p") () +p- T =p2® +p- 7. (4.26)
Con questa definizione, la norma del quadrimpulso euclideo pg vale
Py = pi + 107 = —pg + [P = —p” . (4.27)

Per mezzo delle definizioni precedenti possiamo scrivere il propagatore euclideo in
Eq. (4.23) come

1 e WPEZE 4

Riassumendo, le prescrizioni per effettuare la rotazione di Wick del propagatore sono

rq = 12",

0 (4.29)
Py = —1p
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4.3 Funzionale generatore euclideo

Consideriamo ora un funzionale generatore della forma
210 = / 156] exp [zsw) e / d%J(m)gb(x)} , (4.30)
dove I'azione S(¢) ¢ data da:
1 4 0 1 50 S5 2 /2 4
=3 d:r(@gb@gb—@gb-@gb—moqb —gogb). (4.31)

Vogliamo prolungare Z[.J] analiticamente nell’euclideo. A tal scopo, le derivate rispetto a
2% che compaiono nell’azione vanno sostituite, in accordo alle prescrizioni dell’Eq. (4.29),
con

0 0 0

o1 O(—1xy) ~ "oat

L’azione euclidea Sg sara quindi data da

— %) = -0 ) . (4.32)

]

S=3 / d*vp (0,00,0 + mid* + goo*) = 1Sk (4.33)

mentre il fattore € diventa

e — eF (4.34)

Operando le sostituzioni precedenti nell’Eq. (4.30) otteniamo il funzionale generatore
euclideo, i.e.

2= [b6lexo [—SE<¢> + [ d%EJ(x)(b(x)] , (4.35)

la cui espressione esplicita e data da

Zg[J] = / (6] exp [—% / d*v g (0,00,0 + mid”® + god*) + / d4xEJ(x)¢(x)}

(4.36)
Questa espressione ha pero carattere puramente formale. Per definire operativamente il
funzionale generatore dobbiamo definire una procedura per poterlo calcolare. A tal fine,
definiamo 'integrale funzionale che appare nella definizione formale (4.36) come limite di
un integrale finito dimensionale. Supponiamo di sostituire allo spazio-tempo continuo un
reticolo finito di passo a. I punti del reticolo saranno identificati con

' =n*a = a(ny,ng,n3,ny) conn; €7 . (4.37)

Alla derivata sostituiamo la sua forma discretizzata:

ozt + an*) — p(at — ant)
2a ’

0,0 = (4.38)
dove n* e la direzione di x*. A questo punto possiamo definire il funzionale generatore
Zg[J] come il limite

Zg[J] = lim lim Z%"90J] (4.39)

Vi—o0 a—0
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dove il funzionale generatore regolarizzato Zp, (a, Y1) & dato da

av4 / H do(xt) exp {—a4z { 0,0)° + m0¢2 + god* — J¢1} . (4.40)

neVy

Questo integrale esiste se gy > 0. Il problema & dimostrare che esistono i due limiti a — 0
e V;, — oco. Il limite V;, — oo & sostanzialmente un limite termodinamico ed ¢ sotto
controllo. I limite difficile ¢ @ — 0. Notiamo subito che poiché¢ —% < p < * allora a e
un cut-off sugli impulsi. Quello che ci interessa ¢ che le funzioni di Green 51ano ben definite
(non divergenti) nel limite a — 0. Questo ¢ possibile se la teoria ¢ rinormalizzabile.
In altre parole, se consideriamo mq e gy come funzioni del passo reticolare a e nel limite
a — 0 riusciamo a scegliere queste funzioni in modo tale che le funzione di Green sono
finite in questo limite, allora la teoria di campo sara rinormalizzabile.
Supponiamo di calcolare un’osservabile ¢ (go, mg, ). Assegnando a ¢; il valore spe-
rimentale ¢7", i.e.
17 = ¢1(mo, 9o, a) , (4.41)

otteniamo un’equazione che stabilisce un legame fra mgy e gg. Calcolando una seconda
osservabile ¢o(myg, go, a) e assegnando ad essa il valore sperimentale

= ¢2(mo, go, a ) ) (4.42)

exp

possiamo ricavare mg e go come funzioni di ¢ e @57, cioe

me = mO( exp7 ;XP7 a) , (4 43)
go = Qo( exp7 gxp’a) . .
A questo punto possiamo predire ¢5 " come
exp ¢3(m0 90, @ ) Fg( exp, ixp’a’) ) (444)

exp

Il punto cruciale ¢ che il passaggio al limite a — 0 si fa a ¢7 e ¢35 fissati e non a mq e

go fissati.

4.4 Funzionale generatore del campo libero

Abbiamo visto che le funzioni di Green possono essere ottenute come le derivate funzionali
del funzionale generatore:

ey
(—2) §J(zy)...0J (1) o

= (0T (21)...¢(2n)]|0) - (4.45)

Nel caso libero é semplice calcolare esplicitamente il funzionale generatore:

7101 =[5 exp [zé‘(as) o f J¢} | (1.16)

dove

1 1
S(6) = 20,600 — mie? (.47
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Per effettuare il calcolo, valutiamo Z[.J] usando il formalismo euclideo e poi prolunghia-
mo analiticamenteil risultato finale nello spazio minkowskiano. Dunque, il funzionale
generatore euclideo ¢ dato da

2610 = [601ex0 | =Se(0) + [ densCeniotan)| |

. ) (4.48)
Sp(¢) = /531@5;@ + §m§¢2 d'zg .
Valutiamo 'argomento dell’esponenziale:
1 1
- / <§8u¢3u¢ + §m3¢2 — J¢> d'zp =
1 Loy 4
= <§¢auau¢ - §m0¢ + J¢>d TE =
(4.49)

__ / <%¢f<¢ ~ J6)d'ns =
:_/% (gb—f(—lJ) K (qb—f(—lJ) d4a:E+%/Jf<‘1J d'zp

dove K = —8,0,+mZ = — (8> + V2)4+m2. Facendo il cambio di variabili: ¢/ = ¢—K~'.J
la misura d’integrazione non cambia, per cui otteniamo

Zp|J] = exp (% / JK~1J d%E) / [6¢] exp (—% / d*zp ¢f(¢) . (4.50)

Notando che l'integrale in d¢ € un integrale gaussiano otteniamo

/[6¢] exp (—%/dA‘:cE (bf(qﬁ) = (2m)N/? (det K>_1/2 per N — oo, (4.51)

che non dipende da J. Quindi a parte questo fattore costante, che possiamo eliminare
con un’opportuna normalizzazione del funzionale generatore, otteniamo il risultato finale:

Zg[J] = Zp[0] exp (% / d*z g Jf(lj) . (4.52)

L’operatore inverso K1 puo essere scritto nella forma seguente
(K~ J)(zg) = /d4yE G(rp —yr)J(yE) , (4.53)
dove G(xg) soddisfa ’equazione
KG(rg) = 6*(xg) . (4.54)

Ricordando che K = —0,,0, + mj e passando alla trasformata di Fourier troviamo

(=040 +mg) /d4pE PG (pp) = /d4pE (p% +m3) G(pg)ePse®r = /d4pE ePETE
(4.55)
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da cui ricaviamo é(pE)

~ 1
G ==, 4.56
e quindi G(zg)
1
Glzg) = [ d'pp €77 —— . 4.57
(@) = [ dpp oo s (4.57)

Non ci resta che continuare analiticamente G(zg) nello spazio di Minkowski. Per effet-
tuare la continuazione analitica poniamo x; = 1z e valutiamo G(uz, Z)

1

G =\ d4 4 0 T ——— 4.58
(19, ) / pe exp [wp(a’) +op - 7] P2+ P+ ml (4.58)

Per completare la rotazione di Wick (vedi Figura 4.3) dobbiamo effettuare la sostituzione

ulteriore py = —1py nell’integrando, per cui otteniamo
) exp [i(—po)ra® + 15 7 / . 1
Gz, T) = | —d? = [ d*p e?” =1A . (4.59
(120, ) / wd*p B g ? pe - —— 1Ap(z) . (4.59)

Figura 4.3: Rotazione di Wick inversa dallo spazio euclideo allo spazio minko-
wskiano. Il cammino d’integrazione per p’ va da —i00 a +100 (perché I'integrale ¢ su
py reale). Possiamo deformare questo cammino, in accordo al teorema dei residui, fino
all’asse reale aggirando i poli opportunamente.

A questo punto possiamo continuare analiticamente Zg[.J] per ottenere finalmente il
funzionale generatore minkowskiano, che ¢ dato da

2610 = oxp |5 [ dhasdye Sax)Glos - ve) o) | = .
—exp |~ [ ety Sendete ) I)| = 210] |

Calcolando la derivata del funzionale generatore rispetto a J(x) si ottengono le funzioni
di Green. Ad esempio, la funzione di Green a 2 punti ¢ data da

0| T[d(x1)p(22)]]0) = G(21, 22) = 1Ap(z1 — 23) (4.61)
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La funzione G(z1, z5) puo essere rappresentata graficamente tramite il seguente diagram-
ma

G(.Tl,xg) = I &—m———e Iy .

La funzione di Green successiva non triviale ¢ quella a 4 punti, che vale

(O] T[p(x1)p(22)p(w3)p(24)]|0) = G(21, T2, 3, 24) = 1AR (21 — 22 )1AR (T3 — )+
+1Ap(r) — 23)1Ap(xe — x4)+ (4.62)
+1Ap(r) — 24 2 Ap (2 — 23)

e puo essere rappresentata diagrammaticamente come

X1 X2 X1 X2 X1 X2
o——0

G(l‘l,xz,mg,lq) = + +

T3 Ty T3 T4 T3 Ty

In generale, nel caso libero, la funzione di Green a 2n punti sara il prodotto di n
funzioni di Green a 2 punti disgiunte (con tutte le permutazioni possibili). Conviene
a questo punto considerare solo le funzioni di Green connesse, cio¢ quelle che non
possono essere ulteriormente fattorizzate nel prodotto di altre funzioni di Green con un
numero minore di punti. Graficamente le funzioni di Green connesse sono rappresentate
da diagrammi in cui tutti i vertici sono connessi tra loro. E possibile dimostrare che il
funzionale W[J] definito come

W [T =log Z[J] , (4.63)

e un funzionale generatore per le sole funzioni di Green connesse, i.e.

_ S"WJ]
ey Ty) = o = (—2)"! 4.64
Gl o) = QT 6o 8O = (" o) o (ao
Nel caso libero W[J] puo essere calcolato esplicitamente ed ¢ dato da
1
Wi = = [ 'y J@)Aele - 1)Iw) | (4.65)

da cui si vede facilmente che la sola funzione di Green connessa e quella a 2 punti, i.e.

G (z,y) =1Ap(z —y) . (4.66)
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Capitolo 5

Interazioni e teoria delle perturbazioni

Consideriamo una teoria di campo scalare con autointerazione descritta dalla lagrangiana
seguente

1 1 1
£ = 50,00"6 — Smis” = 126" (5.1

dove Ly ¢ la lagrangiana della teoria di campo libero e L; ¢ la lagrangiana che descrive
I’autointerazione, i.e.

1 1
Lo = 20,606 — Smis?

X (5.2)
»Cint = —IA¢4 , A>0.

Il funzionale generatore della teoria di campo interagente e dato da

V1= / 90} exp <Z/ A% Lo+ Lin + ¢) = / [06] exp (z / diz Lo+ J¢) ¢t Lo

(5.3)
Espandendo in serie di Taylor ’esponenziale contenente L;,; otteniamo
o /Ln n
Z[J] = /[5¢] exp <z/d4x Lo+ qu) Z o [/ d*x ,Cmt(qb)] =
e (5.4)

_ / [0¢)] exp <z / d'z Lo+ qu) nzz—n'((;ng [ / d'z ¢(w)4]n .

=0

Osserviamo ora che la derivata funzionale rispetto a J dell’esponenziale contenente L,
vale

(5J(zx) exp <z/d4x’ Lo+ J(x’)qb(m’)) = 1¢(x) exp <z/d4x’ Lo+ J(Jc’)qb(x’)) :
(5.5)
Analogamente, la derivata funzionale seconda e data da
52

(_Z>26J(x)2 exp (z/d%’ Lo+ J(x’)gé(x')) = ¢(z)? exp (z/d%’ Lo+ J(x')gzﬁ(x')) ,
(5.6)

e cosl via per le derivate di ordine superiore. Quindi sostituendo
olz) » 1= (5.7

x ZCU(@ , :
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possiamo riscrivere il funzionale generatore nell’Eq. (5.4) come

Z07] = / 5] ig(@lﬂ [ / dhr () J(Zi)4]nexp (z / i £0+J¢) 58

Riesponenziando la sommatoria e indicando con Zy[J] il funzionale generatore della teoria
libera otteniamo l’espressione compatta seguente

217 = exp {—Z—A‘ / dha(-0)' Ji)“] Zol7] | (5.9)

Le funzioni di Green si ottengono come sempre prendendo le derivate funzionali di Z[J].

5.1 Funzionale generatore all’ordine O(\)

Valutiamo il funzionale generatore nell’Eq. (5.9) al primo ordine in A:

(5.10)

I
| — |
—_
|
~
=t NI
QL
e
&
—~
d
N—
~
>,
<,
S

J($)4] exp {—% / ddyJ () Ap(x — y)J (y)

Per semplificare la notazione introduciamo la seguente rappresentazione diagrammatica
dei vari termini che compaiono nell’Eq. (5.10):

WAp(z —y)= £ —— Y | (5.11)
Z/J(x)dx = ——— | (5.12)
WA p(0) = Q (5.13)

M/d% = : (5.14)

Z[J] = {1— @/d‘lx(—z)‘* i ]&"‘ . (5.15)
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Prendendo le derivate funzionali otteniamo le relazioni seguenti:

TN T § N INCE) Pt

~—

(D55 (e— V) = o — v = iela =)
()55 ) - U AR (0)

(—Z)QM‘Z)Q 1% — Q fo— 1 o— a:] Eied
Ly LV s

le—o
= 3Qo—x+o—xo—xo—x]€2 ,‘T

oy QQ :
(—2)* 2% = |3 L 6We— Te— T+ o— Te— Te— Te— 1|cZ%°.

(5.16)

0J(z)4

(5.17)

In conclusione, all’ordine O(A) il funzionale generatore ¢ dato da

1 1 1 le—e
14— — — 2 . d
SO0 e LK, @19

Z0J) =

Ponendo J = 0 nell’equazione precedente, il funzionale generatore diventa

(5.19)

In generale, cioe a tutti gli ordini in A, il funzionale Z[0] rappresenta la somma di tutti
i diagrammi del tipo vuoto-vuoto, cioe senza gambe esterne. Scegliendo la normaliz-
zazione del funzionale generatore Z[J] in modo tale che Z[0] = 1, possiamo verificare
facilmente per ispezione dell’Eq. (5.1) che la somma di tutti i diagrammi vuoto-vuoto ¢
identicamente nulla. Di conseguenza possiamo omettere del tutto tali diagrammi durante
il calcolo, ad esempio, delle funzioni di Green.

5.1.1 Funzioni di Green al primo ordine

Avendo ottenuto l'espressione (5.18) del funzionale generatore possiamo ricavare facil-
mente le funzioni di Green al primo ordine perturbativo calcolando le derivate funzionali

43

Inserendo le relazioni arecedenti nell’Eq. (5.15) otteniamo
A 4 ) lo—o 1 ( )
ll——/dm(—z) :|€2 = 1—1—@ 3@@—1—6 +><: e

[NIES

*—e
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di Z[J), i.e.
Glara) = OTole)ole)]l0) = (<) 57 e ZlJ]| - =
B 0 ! 1 1 le—e
= 5wy s V| ;OO +3 5 ¢
5.20)

2 () 1 2 1 2 —
1
(0— 2—1—4 2+24 :><+4 ~— 2+24><0— 2>€

(5.21)
Calcolando la seconda derivata troviamo
1 1
G(z1,x) = <$1 — 902—1—5901 L@%—ﬂ-él-?) >< +
T i)
—1—1 2 .Lx Ty + L T T2 +
—_— .— — —
1 1 2 1 .L. 1 2
+14:><.—x+1 x To + &— T2 &— T1-+
71 2 71 1 2 2 1
T X
—1—1 OL.T — +1><.o—a: +
5 2 1 5 1
T2
1 SZ 1 :>< leg o
+ - — T2 00— T + — o— T2 0— I1|e? ,
4 24
J=0
(5.22)

da cui, valutando il tutto a J = 0, otteniamo semplicemente

1
G(x1,2) = T1 — T2 + 5o L T2 |. (5.23)
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La forma diagrammatica della funzione di Green nell’Eq. (5.1.1) ha il significato analitico
seguente:

1
G(1,19) = 1 — T2 +§ Z L Ty =

(5.24)
=1Ap(x) —29) + %zAF(O)(—z)/\/zAF(:pl — AR (1 — z)d s =
= 1Ap(r) — 29) — %AF(O)A/AF(% — 2)Ap(x — zp)d*z .

A questo punto ¢ utile osservare ancora una volta, anticipando cosi il tema del capitolo
successivo, che la funzione 1Ar(z — y), data da

. ew(z—y)

— _ 4 -
ZAF(‘T y) (277')4 /d p p2 — m2 + 1€ ) (525)

e singolare per x = y. Infatti, indicando con A il cut-off ultravioletto nell’integrale sul
quadrimpulso e ponendo x = y otteniamo

A
1
AR(0) = — / T e~ A (5.26)

(2m)4 —m? + 1€

che diverge quadraticamente per A — oc.

5.1.2 Funzionale generatore delle funzioni di Green connesse

Il funzionale generatore delle funzioni di Green connesse e dato da W [J] = In Z[J].
Calcolando il logaritmo dell’Eq. (5.18) otteniamo

WJ] =1n

1 1 1
=In 1+Z +—>< tln e2® 0= (5.27)

La funzione di Green a 2 punti connessa si ottiene prendendo le derivate funzionali di
W[J], ie.

52 W[J]

G 22) = () 57 V6 ()

(5.28)
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La prima derivata da

2

(—2) 0 VV[J]:1 20— ZL‘z—l—— QOL $2—i—— 4>< + O\,

(5.29)
e la seconda

1 4.
0 0 ZW[J]:$1—$2+§$1L$2+2—43 >< + O(\?),
X1 Xz

57w Y57

(5.30)
da cui otteniamo ’espressione finale

1
G(x1,x9) = X1 — T2 + 5 o L )

: (5.31)

che coincide con I'Eq. (5.1.1). La funzione di Green a 4-punti connessa si calcola
prendendo quattro volte la derivata funzionale di W[J]. Effettuando il calcolo otteniamo

G(x1, X9, T3, T4) = (—2)3

J=0 (5.32)

5.2 Diagrammi irriducibili a 1 particella (1P1)

Le funzioni di Gren a n-punti connesse G¢(x1, ..., x,) hanno il vantaggio di non contenere
contributi che vengono banalmente dalla moltiplicazione di funzioni a n-punti di ordine
piu basso. In realta possiamo suddividere ulteriormente I'insieme dei diagrammi connessi.
Consideriamo ad esempio i seguenti diagrammi

Q0 AN S 9 S (539)

Y Y

Ciascuno di questi diagrammi puo essere separato in due parti disgiunte tagliando una
singola linea interna. Per tale motivo sono chiamati diagrammi riducibili. Consideria-
mo ora i diagrammi seguenti

O , /\O\/ . (5.34)
6

4
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Questi diagrammi non possono essere separati in parti disgiunte tagliando una linea
interna e sono percio chiamati diagrammi irriducibili a una particella (1PI). L’irri-
ducibilita a una particella € una proprieta piu forte della connessione, in quanto ci dice che
i diagrammi devono essere non solo connessi, ma vieppiu connessi in modo non banale.

5.3 Grado di divergenza superficiale

Consideriamo un diagramma con N, linee esterne, N; linee interne e V' vertici. Da ogni
vertice partono 4 linee e ogni linea interna connette 2 vertici, quindi deve essere verificata
la relazione seguente

4V =F +2I|. (5.35)

Per valutare il grado di divergenza superficiale di un diagramma ci occorre il numero
di integrazioni indipendenti sugli impulsi interni (cioe il numero di loop). Ogni linea
interna puo essere associata ad un valore ¢;. Non tutti i ¢; sono indipendenti, infatti ad
ogni vertice abbiamo una funzione § che assicura la conservazione dell’impulso al vertice.
Una delle § & semplicemente una condizione sulla conservazione dell’impulso totale e
quindi il numero di integrali indipendenti é:

L=1-(V-1). (5.36)
Poiché I = 1(4V — E) avremo che
1 E E
L=S@V—E)=V+1=2V - -V4+1=V-T+1, (5.37)
e quindi
E
L=V-5+1. (5.38)

Il grado di divergenza superficiale di un diagramma & il grado di divergenza dell’integra-
zione sulla regione dello spazio degli impulsi in cui gli impulsi di tutte le linee interne
vanno ad infinito contemporaneamente. Quindi ’espressione per un diagramma ad L
loops seguente

I .
1
T, = /d4p1...d4pLH2— : (5.39)

—m2 4
o bi —m? + e
quando p; — sp; con s > 1, diverge come

Ty~ s =50 (5.40)

Quindi il grado di divergenza superficiale di un diagramma a L loops e
E
5:4L—2124<V—§+1> +(E—4V) =4V —2E4+ 4+ E —4V | (5.41)

da cui otteniamo
. 5.4)

Notiamo che se § > 0 il diagramma sara certamente divergente. Tuttavia se § < 0 il
diagramma potrebbe ancora essere divergente quando solo un sottoinsieme delle variabili
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d’integrazione nello spazio degli impulsi va all'infinito (cioe quando il diagramma contiene
qualche sottodiagramma divergente).

Nella teoria scalare con autointerazione \¢* il grado di divergenza superficiale di un
diagramma ¢ 6 = 4— E, e questo 0 non dipende dall’ordine perturbativo. Di conseguenza
i soli diagrammi che divergono superficialmente sono:

e la funzione di Green a 2 punti, il cui grado di divergenza superficiale ¢ § = 2
(divergenza quadratica);

e la funzione di Green a 4 punti, il cui grado di divergenza superficiale € § = 0
(divergenza logaritmica).

Le divergenze UV ottenute mediante la valutazione del grado di divergenza superficiale
esauriscono in sostanza le divergenze possibili. Precisamente, ci sara di sicuro qualche
diagramma con E > 4 divergente ma la divergenza e riconducibile ad una divergenza
superficiale, gia individuata mediante il conteggio precedente, di un sottodiagramma. Le
uniche divergenze della teoria ¢ relative alle funzioni a 2 e 4 punti possono essere elimi-
nate dal calcolo di una qualsiasi grandezza fisica, ad ogni ordine perturbativo, mediante
il procedimento di rinormalizzazione, che sara l'oggetto del prossimo capitolo. Ad
ogni modo, possiamo subito intuire che in questo processo di rinormalizzazione e suffi-
ciente considerare solo la rinormalizzazione dei diagrammi connessi, poiché i diagrammi
non connessi sono sempre il prodotto di diagrammi connessi con un numero inferiore di
punti; ergo basta curare le divergenze di diagrammi connessi. Ma possiamo dire ancora
di piu. Infatti, tra i diagrammi connessi, e sufficiente rinormalizzare solo i diagrammi
connessi 1PI. Dopotutto se combiniamo sottodiagrammi 1PI per ottenere un diagramma
riducibile non otterremo nuove divergenze perché i propagatori che connettono i pezzi
irriducibili hanno impulsi fissati. In conclusione, nel prossimo capitolo, studieremo la
rinormalizzazione della funzione a 2 punti 1PI e della funzione a 4 punti 1PI.

48



Capitolo 6

Rinormalizzazione

In una teoria di campo dove il numero di diagrammi divergenti e finito possiamo sempre
eliminare le divergenze attraverso una ridefinizione delle costanti fisiche e una rinorma-
lizzazione dei campi. Ciascun diagramma divergera come A°. Se deriviamo § + 1 volte
rispetto agli impulsi esterni otteniamo quindi un’espressione finita. Poiché la differenzia-
zione 0 + 1 volte rende 'integrale finito segue che il contributo del diagramma puo essere
scritto come un polinomio di ordine § negli impulsi esterni con coefficienti divergenti piu
un resto finito.

Per la funzione a N punti avremo un comportamento del tipo
5
Gy~ Y P(pANT +Gy (6.1)
i=0

dove P(p) & un polinomio nell’impulso esterno di grado i e G ¢ finito. Il punto essen-
ziale ¢ che i termini divergenti in Gy corrispondono precisamente a vertici che possono
essere costruiti prendendo N potenze dei campi con i derivate cosi da ottenere i polinomi
appropriati nell'impulso esterno e un accoppiamento che si comporta come A°~*. Ad
esempio G(p) ha § = 2 e i termini divergenti sono della forma cyp® In(A) e coA%. 11 primo
) (8,¢)%, mentre il secondo con

termine puo essere riprodotto con un vertice del tipo ¢y

un vertice del tipo COA;¢2.

In generale, i vertici che corrispondono ai termini divergenti sono della stessa forma dei
vertici permessi nella pit generale interazione rinormalizzabile che possiamo scrivere per
questi campi. In altre parole, possiamo cancellare i termini divergenti modificando i coef-
ficienti degli accoppiamenti che appaiono nella lagrangiana originale, cioe aggiungiamo
dei controtermini, uno per ciascuna divergenza in ciascuna ampiezza divergente super-
ficialmente, arrangiando i coefficienti in modo da cancellare le divergenze dei diagrammi
a 1-loop. Usando la ‘nuova’ lagrangiana rinormalizzata (che nuova non ¢), le ampiezza a
1-loop saranno finite. E ovvio che la cancellazione delle divergenze ultraviolette richiede
necessariamente che gli accoppiamenti nudi

Prendendo come al solito il caso della teoria di campo scalare ¢*, riscriviamo la la-
grangiana originale come la somma di una lagrangiana rinormalizzata e di una parte
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contenente 1 controtermini:

1
= ( u¢0) mo% |>\0¢é =
1 1 4 1 2 12 1 4
=5 Outhn)” - 2" 0 !W0 —0mg — IM% - (6.2)
7 Z 1 1

_ = 222 2.4  — 2 T 72 4
2(8u¢) S = GADG — S Zom’ ¢ 25A¢

= Lrex + LcoONTROT. 5

dove

om* = mg —m?* |

OA=X— A, (6.3)
b0 =VZ¢ .

Cosa succede all’ordine successivo? All’ordine corrispondente a 2-loop anche i diagrammi
convergenti superficialmente potrebbero divergere a causa di sottodiagrammi divergenti.
Ma questi ultimi sono proprio i sottodiagrammi divergenti a 1-loop, che dovrebbero essere
finiti se abbiamo aggiustato attentamente i controtermini che abbiamo aggiunto prima.
Quindi i diagrammi convergenti superficialmente a 2-loop dovrebbero essere finiti. Per
quanto riguarda i diagrammi a 2-loop divergenti superficialmente, essi divergeranno di
nuovo come A%, ma queste divergenze nasceranno solo dal diagramma come un tutto e
non da alcuno dei suoi sottodiagrammi. Dunque, se di nuovo deriviamo d+1 volte rispetto
agli impulsi esterni otteniamo un’espressione finita. I termini divergenti saranno di nuovo
polinomi negli impulsi esterni e possono essere cancellati aggiungendo controtermini del
secondo ordine negli accoppiamenti alla lagrangiana originale. In poche parole, modifi-
chiamo di nuovo la lagrangiana originale assicurandoci che tutte le ampiezze ad albero +
1loop + 2loop siano finite. Andiamo avanti cosi fino a che, con un’attenta modifica dei
parametri nella lagrangiana originale, possiamo rendere tutte le ampiezze finite a tutti
gli ordini in teoria delle pertubazioni.

6.1 Teoria ¢* rinormalizzata

Nella teoria di campo scalare A¢* abbiamo visto che le sole ampiezze superficialmente
divergenti sono quelle a 2 e 4 punti. Dobbiamo imporre quindi delle condizioni di finitezza
su queste funzioni. Possiamo imporre, ad esempio, che la funzione a 2 punti rinormalizzata
Gr(q) (nello spazio degli impulsi) soddisfi le condizioni seguenti

Gr'(m*) =0,
dG 7! . (6.4)
dq2 2 2 B
gc=m

cioe abbia un polo in corrispondenza della massa fisica m con residuo 1. Ovviamente
c’e grande liberta nella scelta delle condizioni di finitezza, per cui potrebbe essere piu
conveniente matematicamente usare condizioni ‘meno fisiche’. Ad esempio, € conveniente
scegliere delle condizioni di finitezza nell’origine dello spazio degli impulsi, cioe in ¢* = 0
invece che in ¢> = m?. Da ora in poi, fino alla fine del presente capitolo, lavoreremo
nell’euclideo.
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6.1.1 Rinormalizzazione a 1 loop

La funzione a 2 punti all’ordine O()\g) nell’espansione perturbativa a 1 loop della teoria
e data dall’'Eq. (5.1.1), la cui trasformata di Fourier nello spazio degli impulsi &

-1

(O 60(x)u O] 0her) ™ = G ) = a2+ m3 + 22 0) (65

dove A ¢ il cutoff ultravioletto sull’impulso. Riscalando il campo con un fattore v/Z, i.e.

ponendo ¢ = ¢/ V/Z, la funzione a 2 punti corrispondente viene rinormalizzata con un
fattore Z, i.e.

Grl¢?) = 27 Gal?) = 27 | i+ 6al0)] (66)

A questo punto imponiamo le condizioni di finitezza su Gr(¢?) nell’origine dello spazio
degli impulsi, i.e.

A
GR'(0)=ZG'(0)=m*=Z [mg + EOGA(O)} :
1G5 (@) 163 (@) oD
e |, ae |, T2
q q2:0 q q2:0
A quest’ordine Z ed m sono quindi date da
Z=1,
Ao (6.8)

m? =mg + EGA(O) :

Esprimendo la funzione a 2 punti nell’Eq. (6.5) in termini delle costanti rinormalizzate
otteniamo

Gl (®) =" +m* . (6.9)

E importante notare che, anche se a quest’ordine m coincide con la massa della particella,
in generale m non corrisponde alla massa fisica della particella, come dimostreremo nel
conto a 2 loop nel paragrafo successivo.

Un’altra condizione di finitezza deve essere imposta sulla funzione a 4-punti 1PI:

GO (a1, 4243, 01) = 272G\ (a1, a2, 03, ) - (6.10)

Definiamo ora la funzione di Green a 4-punti 1PI amputata I'“(qy, ¢, g3, q4) come il
rapporto

GY(q1, g2, g3, qu)
@ - rereva H
(91,92, G3, Q1) G(q1)G(q2)G(q3)G(qa) .

. . ) (4)
e la sua versione rinormalizzata I'j;” come

_ Gg) B Z_QG%)
N GRGRGRGR - Z_4GAGAGAGA

riy =zl (6.12)

A questo punto imponiamo su Fg) la condizione di finitezza seguente

F%)(0,0,0,0) = 221“5\4)(0’0’0’()) =\, (6.13)
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dove \ ¢ la costante di accoppiamento rinormalizzata. Analogamente a quanto
precisato nel caso della massa rinormalizzata m, anche A non ¢ direttamente la costante
di accoppiamento fisica della teoria (sebbene sia ad essa collegata).

I1 calcolo di F%)(O, 0,0,0) & semplice e da
r'(0,0,0,0) = —Xg | (6.14)

per cui a quest’ordine la costante di accoppiamento rinormalizzata A € uguale alla costante
di accoppiamento nuda, i.e.

A=2%X = \o , (6.15)

cioe \g non viene rinormalizzata ad 1 loop. Questo non e piu vero nel conto a 2 loop, dove
A # Ao, come faremo vedere fra poco. Riassumendo, le costanti della teoria rinormalizzate
ad 1 loop come funzioni delle costanti nude sono date dalle seguenti espressioni

Z=1,
A=, (6.16)

A
m® = mj + - Ga(0)

e le funzioni di Green rinormalizzate sono
—1/ .2 2 2
GR (q ) =4q + m-,

6.17
r——x. (6:17)

6.1.2 Rinormalizzazione a 2 loop

Facciamo ora il conto a 2 loop. La funzione di Green a 2-punti ¢ data dalla somma dei
seguenti diagrammi:

G = +Q+8+Q+OO- (6.18)

L’ultimo diagramma nella (6.18) ¢ riducibile e dunque non lo consideriamo. La funzione
di Green a 2-punti 1PI a quest’ordine sara quindi data da

Gyl (@®) =@ +mi+ 2l , (6.19)
dove ¥4 (¢?) ¢ la somma dei diagrammi 1PI e si pud scrivere come
A
Sa(e’) = FGa0) + MIL(¢?) - (6.20)

La funzione a 4-punti 1PI e data dalla somma dei diagrammi seguenti

1 31 2 1 2
GW = >< - >Q< + >O< - >Q< . (6.21)
2 4 3 4 4 3

Il diagramma contenente il loop vale
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1

1 1 1 1 1
EST [—IA ot . (62
>Q< 20 | g MOt ) (6.22)

2

dove la quantita I A(q1 + @) € data da

+ O / ! ~logA, (6.23)
0 )
Al +a2) 2m)4 k’Q +md (1 + g2 — k)% + m? &

Q1+ q2 —

che diverge logaritmicamente per A — co. La funzione a 4 punti amputata ' a
quest’ordine e data da
2

A
TS5 (g1, g2, g3, 1) = — o + 50 In(ar + @) + In(gr + g3) + In(@r + q4)] - (6.24)

Imponiamo ora le tre condizioni di finitezza
A
ZGN0)=Z [mg + EOGA(O) + XA 0) | =m®

dG ' (¢%)

A
dg?

=Z [1+ NII,(0)] =1, (6.25)

q“=0
2 S
2% | =X+ F3L(0)| = =X,

da culi ricaviamo Z

1
e poi 72
Z% = [1 = X214, (0) + O(A)]” = 1 — 22211, (0) + O(AY) - (6.27)
Inserendo 'espressione di Z? appena trovata nella terza equazione (6.25) otteniamo
A2 3
[1—2X31T, (0)] { Ao + 2031A(0)} = —X\o + 5A?)JA(O) +ON) = -, (6.28)
da cui troviamo 'espressione di A in funzione di A
3
A=A — 5Ang(O) +O(N) . (6.29)

Come avevamo anticipato nel paragrafo precedente, la costante di accoppiamento nuda
viene rinormalizzata nel conto a 2 loop, i.e. A # Aq.
Calcoliamo ora la funzione a 2-punti 1PI rinormalizzata

A
G ) =2 | + 1+ Gal0) + M1 (a")| =

= 2[g7 o+ 22G(0) £ N0+ L)~ RI(0)] =

— 26"+ m® + ZXN,(¢%) — ZNT0A(0) = (6.30)
=" [1 = N4 (0)] +m” + NgTIa(q*) — AGTIA(0) =

= ¢ +m? + A3 [a(¢%) — ¢°IT (0) — T1A(0)] =

= ¢* +m® + X [Ix(¢%) — ¢°IT} (0) — T1A(0)] ,
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dove I'ultimo passaggio segue dal fatto che A2 = A\? a meno di termini di ordine superiore.
Poiché 11, (¢?) diverge quadraticamente in A, e sviluppando in ¢ = 0, possiamo scrivere
la seguente decomposizione

Ma(g*) = TTa(0) + ¢TI, (0) + TTa(g?) , (6.31)

dove IT5(0) diverge come A%log A); IT, (0) diverge come log A; mentre II,(g2) & finito.
Di conseguenza, 'espressione fra parentesi nell’'ultima riga dell’Eq. (6.30) & finita per
A — oco. La massa fisica della particella a quest’ordine e data dall’espressione

mipes = m? + X [Ia(¢*) — 11, (0) — T1,(0)] (6.32)

phys

da cui verifichiamo che m # m come anticipato nel conto a 1 loop del paragrafo
precedente.

La funzione a 4-punti 1PI rinormalizzata ¢ data dalla seguente espressione

2
phys

2

A
F%)(QM 92,03, a) = zZ? {—)\0 + ?O Ua(qr + q2) + Ia(q1 + q3) + In(@n + (14)]} =

3 A2
=7 {—)\0 + §A31A<0) + ?0 In(gr + @) + In(@r + g3) + In(q1 + qa) — 314(0)] } =

2
= -+ %{ Ualqr + q2) — Ia(0)] + [Ina(qr + g3) — 1a(0)] + [Ia(q1 + q1) — In(0)] } -
(6.33)
Poiché I (g1 + ¢2) diverge logaritmicamente come log A, allora Iy (g1 4+ g2) — Ix(0) & finito;
analogamente I (q1 + q3) — Ia(0) e Ix(q1 + q4) — I2(0) sono finiti.
Ricapitolando, le costanti della teoria rinormalizzate a 2 loop sono date da

7 =1— NI, (0) ,
3
A=)\ — 5A?JA(O) : (6.34)

A
m? = m3 + SGA(0) = X | M (0) — 2 13(0) ~ Ta(0)

6.2 Gruppo di Rinormalizzazione

Lo scopo del gruppo di rinormalizzazione e di descrivere come cambia la dinamica del
sistema quando cambiamo la scala di distanze a cui testiamo il sistema. E una caratte-
ristica essenziale della natura il fatto che la fisica ad una data scala si disaccoppi dalla
fisica ad una scala differente. Questa separazione, pero, non e evidente a priori in una
teoria di campo locale quantistica relativistica che descrive la fisica a tutte le scale di
energia. In altri termini una teoria di campo siffatta coinvolge gradi liberta con tutti i
possibili valori dell’impulso.

Come avviene il disaccoppiamento?

Una risposta (parziale) puo essere data usando la teoria della rinormalizzazione. Ab-
biamo visto che la lagrangiana nuda L, contiene parametri che si riferiscono a distanze
arbitrariamente piccole ed ¢ collegata, in modo complicato, alla fisica a distanze finite
che e testata con esperimenti effettuati ad energie finite. Il tratto peculiare di una teoria
di campo rinormalizzabile e che tutti gli effetti di alta energia possono essere assorbiti in
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pochi parametri, gli accoppiamenti rinormalizzati (), le normalizzazione dei campi (Z),
e delle masse (m).

Nel discutere la rinormalizzazione della teoria scalare con autointerazione abbiamo
scelto il punto di sottrazione (cioe il punto in cui definire le funzioni di Green rinorma-
lizzate) nell’origine dello spazio degli impulsi. Le condizioni di finitezza che abbiamo
imposto alle funzioni di Green sono le seguenti

ZGN0) = GRH0) = m?
dG ' (¢*) _dGR' (%)
2 o 2
dq ¢%=0 dq q%=0
Z2T4(0,0,0,0) = I'4(0,0,0,0) = —\

Z =1/ (6.35)

dove m e X non sono direttamente la massa e la costante di accoppiamento fisica della
teoria, ma sono ad esse collegate. E evidente che la scelta del punto di sottrazione e del
tutto arbitraria. Infatti avremmo potuto scegliere come punto di sottrazione un punto
differente ¢ = ¢*. Ovviamente cambiando ¢?> dovremmo cambiare anche m e \ per poter
descrivere la stessa fisica.

La scelta del punto ¢> = 0 non & conveniente per una teoria a massa nulla. Infatti
dovremmo imporre

Gr'(0)=0, (6.36)

il che conduce immediatamente ad una divergenza infrarossa. Conviene, invece, effettuare
la sottrazione in un punto ¢ = u finito e fissato, ma arbitrario, nel modo seguente

G|, =u",
?=p
-1/ 2
G @) (6.37)
dq? ’
q2=p2

dove ' §_f§> (1) & calcolata nel punto simmetrico

G=G=¢G=q¢G=u,
22 (6.38)
611'612:(]1‘613:612'%:—?-

Queste condizioni sono ovviamente soddisfatte all’ordine piu basso e non conducono a
divergenze infrarosse.

Vorremmo capire come due teorie rinormalizzate corrispondenti a due differenti scelte
del punto di sottrazione p sono collegate l'una all’altra. Chiaramente una puo essere
ricostruita dall’altra attraverso l'introduzione di controtermini finiti, determinati ordine
per ordine per implementare le nuove condizioni. Come nel caso della rinormalizzazione
infinita, questa procedura equivale ad una ridefinizione dei parametri della teoria (nel
caso di una teoria a massa nulla i parametri sono solo A e Z). Poiché questi parametri
sono uguali al valore della funzione di Green rinormalizzata in un dato punto p, cambiare
pin y' equivale a cambiare i parametri A e 1 che appaiono nel lato destro dell’Eq. (6.37)
in \' e z. Quindi possiamo scrivere

Fgl)(QD -5 Qns A?ﬂ) = Zn/QFgL)((h: ooy Qn; )‘/7 ,u/) ) (639)
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dove X e z sono funzioni di A, e p’ calcolabili ordine per ordine in teoria delle pertur-
bazioni.

6.2.1 Equazioni del gruppo di rinormalizzazione

Le funzioni di Green nude G sono funzioni del cutoff A e di Ao, i.e.

G™ = GM(A,)\) . (6.40)
Le funzioni di Green rinormalizzate sono funzioni di u e A, i.e.
Gg) _ Gg) (1, ) = 272G (A, \o) | (6.41)
e abbiamo visto che
Z=70\Mp) =27 (/\, %) , (6.42)

dove l'ultimo passaggio ¢ una conseguenza del fatto che Z deve essere una quantita
adimensionale. D’altra parte poiché la teoria e rinormalizzabile avremo che il limite

lim  Z7"2GM(A, ) (6.43)
A —
1, A fissati
esiste ed ¢ uguale a
lim  Z7"2GM(A X)) = GW () (6.44)
A —
1, A fissati

Di conseguenza, per A > 1, possiamo scrivere
GU(A, o) ~ 22 (0 5) GO ) (6.45)

Se ora fissiamo A e Ay e prendiamo la derivata di G (A, \o) rispetto a p, quest’ultima
deve essere identicamente nulla, i.e.

d
L Gm(A, A ) ~0 6.46

Md/,b ( ’ 0) A, fissati ’ ( )
da cui consegue la seguente equazione differenziale per Ggg):

9
Hax

n oA\

n dz
Zgn/2=1 7
H B

Zn/2
2 dp +

n n a n
G () + 2" -G (A, )
H Ao

Av)\()

=0,

Ao

(6.47)
dove abbiamo usato il fatto che quando A e \g sono fissi, allora A\ & una funzione
solo di y, i.e.

A= Ao /A = Alw) (6.43)
Dividendo per Z"/? otteniamo
n dlogZ . O m o oGt
S Gl p) + g -Gl p)| o] =00 (6.49)
H Ao K Ao H Ao
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La grandezza (A, A/u) definita come

d A
el | 7 = - :
ploe )MO V(A,M) , (6.50)

¢ detta la dimensione anomala del campo ¢; mentre la grandezza (A, A/u), definita

dall’equazione seguente
d\ A
— = A, — 6.51
oA 6( ,u) , (6.51)

¢ detta dimensione anomala della costante di accoppiamento A. Con queste
definizioni I'Eq. (6.49) diventa

9 ) A\ 0 AN ) _
G ) +5(A ){MG +m(A,M)GR<A,u>—o. (6.52)

Ao

Non ci resta che prendere lim A — oo. Ora, il limite limy_,o B(A\, A/p) = B(\) esiste, cosi
come esiste il limite limp o Y(A, A/p) = v(A). Infatti, se prendiamo n = 2,4 possiamo
impostare un sistema per ricavare 3 e y in funzione di Gg) e G%), i cui limiti per A — oo
esistono perche la teoria e rinormalizzabile. Inoltre S e v in questo limite non possono
dipendere da p essendo quantita adimensionali. L’equazione che otteniamo

0

AT

(n) _

¢ ’equazione del gruppo di rinormalizzazione. L’esistenza di questa equazione
implica che le funzioni di Green rinormalizzate non possono dipendere arbitrariamente
da A\ e p.

6.2.2 Soluzione dell’equazione del gruppo di rinormalizzazione

Per risolvere I’'Eq. (6.53) poniamo

G<">(Au—exp[ /5 dA} W\ 1) (6.54)

dove A = A(j1) si riferisce ad un punto di sottrazione fissato fi. Con questa posizione,
I'Eq. (6.53) diventa

0 0
— a(A ) =0. 6.55
e+ B0 B (6.59
Ricordando la definizione della funzione 5 possiamo scrivere
d\ du
A 6.56
eV (6:30)

da cui integrando troviamo

/# dy / d)\’

A d)\/
_ A o (6.57)

t\l’:
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E facile verificare che

o,(\ ) = F), (m% - /: Bﬁi)) = Fo(2) | (6.58)

¢ soluzione dell’equazione (6.55). Inoltre abbiamo che
(A i) = Fu(0) = G (A, i) (6.59)

Tenendo conto della condizione imposta dalla relazione differenziale

=pB(N), (6.60)

vediamo che )
D, (1, \) = P, (5, ) = F,(0) , (6.61)

e quindi la soluzione si puo scrivere come

G (11, A1) —exp{ / 5 ] (N . (6.62)

Questa soluzione ci dice che le due funzioni di Green rinormalizzate Gg) (i, \) e Ggg) (i, \)
differiscono per una costante in moltiplicativa finita. Possiamo vedere facilmente che la
fisica non cambia se usiamo una o ’altra. A tal fine consideriamo due set di funzioni di
Green:

(D150 bn) s D1y ey D) (6.63)
e consideriamo altresl la matrice S data da
n % ok T o > ¢1 ¢n
(i) /ff...f f KK...K<\/Z_¢...\/Z_¢> | (6.64)

Abbiamo visto nel Capitolo 3 che possiamo utilizzare come campo interpolante un qual-
siasi operatore che ha elementi di matrice non nulli tra vuoto e stati ad 1 particella. Ora,

Se < fl_ ~> N W ’ (6.65)

evidentemente 'operatore O; = c¢, sara tale per cui

< JOZl_o~> <0 . 5>:(27T%7A0~ (6.66)

C ZO
Quindi sostituendo ¢, con O; = c¢, e Z¢ con Zp la matrice § rimane inalterata. In
altre parole, la matrice S (e quindi la sezione d’urto) e invariante sotto il gruppo di
rinormalizzazione.

L’utilita del gruppo di rinormalizzazione risiede nella poss1b1hta di migliorare i calcoli
perturbatlw Consideriamo, ad esempio, la funzmne a 4-punti Fg% ad 1 loop. A grandi
¢? il coefficiente di A\? contiene un logaritmo di ¢ che rovina I'accuratezza della teoria
delle perturbazioni. Termini di ordine piu elevato contengono un logaritmo extra per
loop. Abbiamo quindi il cosiddetto problema dei grandi logaritmi. Possiamo tentare
di eliminare i grandi logaritmi attraverso una scelta opportuna del punto di sottrazione
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. Ovviamente un cambiamento di pu deve essere compensato da un cambiamento del
valore dei parametri rinormalizzati finiti della teoria in modo da lasciare invarianti le
quantita fisicamente rilevanti della teoria (sezioni d’urto, rate di decadimento,etc.). Cid
fatto, i calcoli perturbativi sono validi se non ci sono grandi logaritmi e se contempora-
neamente ’accoppiamento A(u) € piccolo. Dunque spieghiamo come si fa ad implemen-
tare praticamente questo schema di calcolo. Consideriamo la nostra funzione di Green
Gg) (G1s ey Qu; A, i), che possiamo esprimere attraverso la seguente serie perturbativa

G (1, @i A 1) = D N Cn(q, s i 1) - (6.67)
n=0
I coefficienti ¢, conterranno grandi logaritmi se ¢y, ..., ¢, sono lontani dal punto di sottra-
zione fi. Supponiamo ad esempio che
g=af con a>1e p~j, (6.68)

dove a & un fattore di dilatazione. Dalla soluzione dell’equazione del gruppo di rinorma-
lizzazione sappiamo che

(X 7 PN ] o
Gr'(g, ) =exp [n [ ——dN'| Gr'(q, AMu), 1) - (6.69)
i BY)
A questo punto scegliamo il punto di sottrazione p come

f=a, (6.70)

e, notando che la funzione di Green G,, ¢ una funzione omogenea di grado D,, = 4 — 3n,
cioe

GP(q. ), 1) = PG (% Mp), 1) , (6.71)

possiamo scrivere

G (g, M), 1) = G (g, M), 1) = GW (g, Mapi), afi) =

_ n acj _ n) _ _ (672)
~ (o)™ 6§ (2 Aap).1) = 0% G (g a5
Inserendo questo risultato nell’Eq. (6.69) otteniamo
A /
n N = A n — — —
G%)(q, A, i) = exp ln/)\ g((/\li d)\'} ozD"GEQ)(q, Maf), i) - (6.73)

Ora G%) (@, AM(afr), v) puo essere calcolato perturbativamente senza il problema dei grandi
logaritmi perché ¢ ~ fi. Ovviamente dobbiamo controllare come varia A(«j), poiché se
aumenta non raggiungeremmo comungque lo scopo di migliorare la teoria delle perturba-
zioni.

Controlliamo quindi I'andamento della costante di accoppiamento. L’equazione di
evoluzione e p

HgN ) = BO) (6.74)

Ci interessa conoscere il comportamento di A(«i) nel limite @ — oo (o equivalentemente
i — 00). Se S(A) > 0, la teoria delle perturbazioni non funziona nell’ultravioletto perché
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Tabella 6.1

a— o0 (>0 | Non vale la teoria delle perturbazioni nell’'UV

A—=0 >0 Vale la teoria delle perturbazioni nell’IR

a—o00 <0 Vale la teoria delle perturbazioni nel’'UV

A—0 [ <0 | Non vale la teoria delle perturbazioni nell’'IR
B=0 La teoria e libera

A(p) cresce quando p cresce. D’altra parte, se S(A) > 0, la teoria delle perturbazioni
funziona nell’infrarosso, cioe quando o« — 0 (0 u — 0), perché A(u) diminuisce quando
descresce. Riassumendo, gli scenari possibili sono quelli elencati nella Tabella 6.1.

Calcoliamo la funzione B(\) che compare nell’Eq. (6.74) in teoria delle perturbazioni
nel caso di una teoria di campo scalare con interazione A¢*. Ricordiamo che

A=A ()\0, %) , (6.75)

ed il limite A — oo esiste a A fissato (per tenere A fisso dobbiamo aggiustare )g). Nella
teoria A\¢* abbiamo visto che

3
A=)\ — §A§IA(0) : (6.76)

dove I,(0) (stiamo considerando ancora il caso di una teoria a massa nulla) ¢ dato da

dk 11
O - [ L (677

quindi, se prendiamo g = 0 come punto di sottrazione abbiamo la divergenza IR.
Prendiamo allora p # 0 e calcoliamo I (p):

IA(“)_/(;Z:;M; (1 — k)2 /dx/ (1 — k:%j(l—x)k?] N
/ /M@wm_x / /Mi €2+ua:1(1—x)]_

/dﬁ/w = Hy? +iclly—w)] =4 (%)

(6.78)
dove abbiamo fatto un primo cambio di variabili ponendo ¢ = k — px; e poi un secondo
camblo di variabili sostltuendo = =y. L’Eq. (6.78) ci dice che I, ¢ una funzione solo di
£ ie.

I
n=1(%) 6.79
=i (4 (6:79)

Usando il seguente risultato

/A/My—3 :1 log(y? + a) — y? ]A/u _ 1 {log (AQ/,U2 —|—a> B (A/p)? 1
o WP+alr 2 v +al, 2 o (A/p)2+a] ’

(6.80)
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possiamo svolgere l'integrale in dy che compare nell”’ Eq. (6.78) ottenendo cosi
I Q 1 [t A? 1

I (5) = ooy [ doflog (i +1) - =

AT @2 / ! [Og <u21‘(1 —o) ) T Tra(l - o/R
Q 1 [t A? 1 % 1

= —= dr |log— +log | ——+ —| — =
(2#)42/0 v {og 2 log {x(l—x) +A2 1+ 2(1 —x)u?/A?

Qy

A ) 1 A .
= ) log E + parte finita | = = log p + parte finita ,

(6.81)
avendo usato Q4 = 272. Inserendo l'espressione di I, appena trovata nell’Eq. (6.76)
otteniamo

3

A= o

A
¥ (log ; + parte ﬁnita> , (6.82)

da cui ricaviamo la funzione beta(\) come

B d)\) 3 \2 3
il T 167270 T 1672

B(N) M>0+00) >0, (6.83)

che e quindi positiva. Il segno della S-function e fissato, in generale, dal 1° ordine della
teoria delle perturbazioni. Dalla discussione precedente, poiché B(\) > 0, la teoria delle
perturbazioni & sotto controllo nell'IR (e quindi & sotto controllo lo spettro di massa), ma
non nell’'UV. Infatti avremo

3

BA) = BoA2 +O0(N*) con By = 6.2

s 1oe P /W) dxN 11 (1 1)
og — = = — = — _ — — s
L BT BN B \X A o
11 [ 6.84
2 _BilogE
_>)\ \ Boogﬂa
A
Ap) = —————

e quindi se u cresce A\ cresce, e se p diminuisce A decresce. Riespandendo ’espressione di
A(p) otteniamo

A1) :)\(1+5o)\logg+...) :)\+50)\210g§+... (6.85)

Questa relazione puo essere ottenuta anche in teoria delle perturbazioni dall’equazione
A = A\, A/p) eliminando g e i a favore di A e ji. Nel conto otterremmo perod anche altri
termini, ad esempio un termine del tipo A*log u1/ji. Quindi la relazione (6.85) precedente
¢ solo una somma ai logaritmi dominanti. Ai Log dominanti possiamo anche scrivere

Ao

A
A= — 20 (1= Borelog =+ ) 6.86
1+50)\010g% 0( Foo Ogﬂ ) ( )

il cui grafico € mostrato in Figura 6.1. Se cambiamo il cut-off A otteniamo un’altra curva,
come mostrato nella stessa Figura. Il limite A — oo deve essere effettuato a A fissato. Se
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A\ = M 0
A 1 + BO)\Q log% BO >
1
e e o R P PSP USRI
Bolog
A
A > A

Ao

Figura 6.1: Caso 3y > 0. Asintoto orizzontale.

A ha un asintoto orizzontale avremo ’andamento in Figura 6.1. Se, fissando A, non esiste
il limite A — oo, allora la teoria non puo essere universale, ma vale solo in un certo
intervallo di energia al di sotto del cut-off.
Vediamo che succede nel caso in cui fy < 0. In questo caso A e data da
A
A= .,
1 —[Bo|Ao log m

il cui grafico ¢ mostrato in Figura 6.2. Se fissiamo A, il limite A — o0, in questo caso,

(6.87)

Ao
=
1—[Bo|rolog % 1

Bo <0

>

NsA Al

)\
1 0

A
5o IOgg

Figura 6.2: Caso 5y < 0. Asintoto verticale: liberta asintotica UV
puo esistere e la teoria e detta asintoticamente libera nel’UV.
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6.2.3 Liberta asintotica nell'infrarosso

Discutiamo ora la liberta asintotica nell’IR. Consideriamo la funzione di Green a 2-punti
euclidea con x¢ > 0

(0[0(@)0(0)[0) = Y (0]0(0,Z)[n) (n]O(0)[0)e™ ™" =400 (0]0(0,F)|p) (p|O(0)[0)e~™*" ,

n
(6.88)
dove m ¢ la massa a riposo dello stato di singola particella. Dall’Eq. (6.88) deduciamo
che, se aspettiamo un tempo abbastanza lungo, possiamo conoscere lo spettro di massa
della teoria misurando la funzione di Green a 2-punti.
Consideriamo ora la funzione di Green a 2-punti rinormalizzata nello spazio delle
posizioni x:

GR(E A1) =Y N'eo(®, 1) (6.89)
n=0

Dall’equazione del gruppo di rinormalizzazione sappiamo che

_ ) v(N) 3o
Go(z M i) = €3 300 ™ Gy (35 Mp), 1) - (6.90)

Studiamo cosa accade quando
r— ax,
it (6.91)
o
a— 00 .

Dalla semplice analisi dimensionale ricaviamo che
Gaa; Mp), p) = pP2 Gpa; M), 1) (6.92)

con Dy = —(4 —3-2) = 2. Avremo quindi che

_2 1
Gl A1), 1) = B2 G s M), 1) = 256 has 1) = —G@ M i), (6.9)

dove Ay = A = fi/e) = A (£), da cui ricaviamo che

Y g\ o Y /1
%@ZQ@NMZQHFM%@ZaﬁMWMF=”AdA —Go(T Ay 1), (6.94)

da cui segue che

Aa
Go(aZ; A, i) = % exp (2/ %d)\l> Go(T; Aay 1) |- (6.95)
A

Per essere valida la teoria delle perturbazioni A, deve soddisfare la condizione al limite
seguente

lim A, =0, (6.96)

a—r00

ovverosia i
Ao = A <E> S A0)=0, (6.97)

cioe la teoria deve essere asintoticamente libera nell’IR
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Capitolo 7

Funzionale generatore fermionico

In questo capitolo ricaviamo e discutiamo il funzionale generatore per una teoria di campo
fermionica e una teoria di campo scalare accoppiate, che funge da modello, ad esempio,
per un sistema di pioni e nucleoni interagenti.

7.1 Integrali gaussiani grassmaniani

Introduciamo il concetto di variabili di Grassmann e algebra di Grassmann. Un’algebra
di Grassmann (su un campo F, per esempio C) e un’algebra associativa generata dal-
'elemento unita (1) e da un insieme di generatori ¢; (dette variabili di Grassmann) che
soddisfano le seguenti regole di anticommutazione:

CiCj = —CiCy . (71)

In particolare avremo che ¢? = 0, e analogamente per le potenze di ordine piti elevato. Di
conseguenza, una funzione F'(cq, ..., ¢,) considerata come funzione della variabile ¢; puo
sempre essere scritta nella forma generale

F = F1 + CZ‘FQ s (72)

dove F; e F, non dipendono da ¢;. La derivata di F' e definita come

OF
(902- n

Fy . (7.3)

L’integrazione sulle variabili di Grassmann ¢ uguale alla differenziazione, per cui avremo
che

de;
Nel caso di un integrale in molte variabili, il risultato e semplicemente il coefficiente del
prodotto ¢,...c; nell’espansione dell’integrando. Ad esempio, consideriamo il seguente
integrale

/d61dCQ e~Cidiaci (7.5)

dove ¢ sottintesa la sommatoria sugli indici ripetuti. L’integrando puo essere espanso
come

eiciAijcj =1- CiAijCj =1- A120102 — A210201 =1+ (A12 — A21)0201 s (76)
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per cui l'integrale vale
/dcldCQ e_ciAijcj = A12 - A21 . (77)

Se A é simmetrica l'integrale e identicamente nullo. Quindi possiamo prendere A anti-
simmetrica, nel qual caso avremo che

/dcldCQG_ciAijcj = 21412 =2V det A . (78)

Consideriamo ora un’algebra di Grassmann generata da due insiemi di variabili di
Grassmann coniugate ¢; e ¢;. Analogamente al caso di un solo tipo di variabili, il risul-
tato dell’integrazione su due tipi di variabili & semplicemente il coefficiente del prodotto
CnCn...C1c1 nell’espansione dell’integrando. Nel caso piu semplice avremo

/dcdée“cc = /dcdé(l — acc) = —a . (7.9)

Nel caso di due variabili otteniamo

_ 1
/dCidéieciAijcj = — /dCidEiEiAijCj -+ 5 / dCidéi(EiAijCJ')Z =
= — / dCldéldCQdég |:(51A1101 + 61A12€2 + EQAQlCl -+ 52142202)_

1
— 5(51A1101 + c1A1200 + CoAgic1 + CaAgacs)(CrArcr + E1A 200 + CaAgcr + 52142202)] =
1

=3 /dC1d51d02d52(5114110152142202 + C1A1202C A0y + CaAg1C1C1 Aracs + CoAoacati Aricy) =

= %(A11A22 - A12A21 - A21A12 + A11A22) = A11A22 - A12A21 = det A .
(7.10)

Generalizzando al caso di molte variabili otteniamo la formula seguente

/Hdcidcie_éiA“Cj =det A |. (7.11)

7.2 Lagrangiana di pioni e nucleoni interagenti

La lagrangiana di un sistema di pioni e nucleoni interagenti ¢ data da

1 2 , \
L= 50,00"6 - %dﬂ (187" — mo) + 19007 b — 4—(;¢4 . (7.12)

o> . (7.13)

Ponendo J = 0, cioe considerando solo le sorgenti fermioniche, avremo

Il funzionale generatore minkowskiano e dato da

Z(J777777) = <0

T exp |:Z/J¢+77¢+7L77:|

20,0, =1+ 00T [+ dn)ae [+ dn)d'ylo) + .
' ) (7.14)
1+ QPO [ a)e@d @ sd'y) + .
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Dal funzionale generatore otteniamo le funzioni di Green al solito modo, cioe calcolando
le derivate funzionali. Ad esempio, la funzione di Green a 2-punti e data da

, 87
)
0n;j(w2)6n; (1)

( = =07 [&j(w2)¢i(x1)][0) - (7.15)

Passiamo all’euclideo. Le prescrizioni per la continuazione analitica sono

To = —txy4 ,
Po = 1Pg -

Avremo quindi

exp [z/d% P — mo)@b] = exp z/—zd4xE W (z zga: o 10 - v — mo) q/;} —
L —1024
= exp /d4xE " ((Z”yo)zi —d-q— mo) 14 =
L 8374
= exp /d4xE V(1@ — mo)¢] ;
) (7.17)
dove
% =",
(W) =%, (7.18)
@ =500 +'0;
Il funzionale generatore euclideo ¢ dato dalla seguente espressione
dove
_ 4 1 2 M% 2, 7 T 5 Ao 4
Sg= | dzg 5(5’;@) + ?¢ + (1 — mo)y — goy e + Eﬁﬁ . (7.20)

In 1) l'integrale e gaussiano e possiamo scriverlo come

[ 3usi exp [— [ D@t das+ [t + e d] = [ousies.

(7.21)
dove loperatore D(¢) & dato da
D(¢) = 1dp —mo — 907°9 (7.22)
e S ¢ definita come
S= [ der S@D@@) - 10 (723
Per risolvere l'integrale calcoliamo prima le derivate
5S

50 = D(¢) —n = (g —mo — go7V’P)p —n =0,
18 (7.24)

S _ _
5 — _0D(0) 71 = — G+ mo + 90776) — 7 =0 .
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Chiamiamo J e 1~Z le soluzioni del sistema (7.24) e facciamo il cambio di variabili seguente
p=9+x,

o~ (7.25)

Yv=v+X,

cosicché I'integrale (7.21) diventa
/ 567 exp [— / (@ + D)@ + ) dzs + / (B + 0 + 7@ + ) m] _
— / 5Y6Y exp {— / d'zp 3D(B)D + DD(@)x + XD(G)F + XD(D)x — I — X1 — T — ﬁx] -

= /5x5>2 exp l— / d*zp VD()x + XD(6)x — 7 — ﬁx} :
(7.26)
Notando che

/:/_JD(cb)x — X = /5(@(3 —mo — gody’)X — X = — /:5(13 +mo + gody°)X + X =

= —/w5(¢)x+nx=0 :
(7.27)
l'integrale (7.26) si riduce a

[ oxov ex [— / XD(ezﬁ)x—ﬁiZ] . (7.28)

A questo punto I'equazione D(¢)J = n(z) puo essere risolta scrivendo J(x) come

0w = [ e Sty o) (7.29)
dove S soddisfa I'equazione

D(§)S(w,y:0) = (1 — mo — gop7°)S(w,y;:6) = 6*(x — y) . (7.30)
Quindi U'integrale (7.28) diventa

( [owix e {— / >‘<D(¢>)XD e/ 1T = det(D()] exp [ [atesdtve ﬁ(x)S(x,y;¢>n<y>]

(7.31)
Ricapitolando, dopo aver eseguito I'integrale gaussiano fermionico il funzionale generatore
euclideo (7.19) prende la forma seguente

Zu(Jn ) = / 56 = T HOO TR I 4ot [ D(6)] exp [ / n(2)S(z, y; &)n(y) d4xEd4yE}

(7.32)
Se go = 0 abbiamo che S(z,y; ¢) = S(z — y), dove S(z — y) soddisfa I'equazione (1@ —
mo)S(z —y) = 6*(x — y). Passando alla trasformata di Fourier:

4 ~
Sl —y) = / s (q)e' ¥,

(2m)*
d4QE —d—m o ezq(az—y): dz;ﬂelqw_y)
~ 1
= Sl) = _g—i-mo
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Sfruttando il fatto che 'anticommutatore delle matrici v nell’euclideo vale {y*,7"} =
—20" avremo che

4 = e = qa{" 7" = "] = quan[ 260" — ") = =2 — ¢, (7.34)

e quindi

¢ =—q5 - (7.35)
Usando quest’ultimo risultato possiamo infine riscrivere S (q) come
= 1 ¢ —mo ¢ —mo ¢ —mo
S(g) = — -T2 2~ T 2 2~ 2 2 - (7.36)
g +mo 4" —mq —qr— My qr T My

Torniamo ora al caso gg # 0. Dal funzionale generatore calcoliamo la funzione di
Green euclidea

_ 0 Z[Jm, ) _
omi(x)on; ()| (7.37)

= /(5¢ 6750(¢)7%f¢4+ft1¢ Sij(w,y; @) det[D(o)]

Gij(w,y) = (O [Wi(x)1;(y)]|0) =

dove abbiamo definito per semplicita 'azione imperturbata Sy(¢) come

su0) = [ 3007+ M. (739

Nell’equazione (7.37) non conosciamo né S;;(x,y; ¢), né det[D(¢)]. Sviluppiamo pertur-
bativamente S in potenze dell’accoppiamento go. All’ordine piu basso, cioe per gy = 0
sappiamo gia che S = Sy(z — y).

Per scrivere lo sviluppo perturbativo di S torniamo all’equazione differenziale:

(1§ —mo — god7°)S(x, 43 ¢) = *(x —y) | (7.39)
che possiamo scrivere come
(1) —mo)S(w,y:0) = 6*(x — y) + god”S(w, 5 ¢) - (7.40)

Quest’ultima equazione differenziale puo essere trasformata nella seguente equazione
integrale:

S(z,y;¢) = So(x —y) + go/dz So(x — 2)v50(2)S(z,y; 0) |. (7.41)

Infatti, applicando (:J, — my) troviamo

(B, — mo)S(z,y: ) = 6 (x — ) + go / dz 84z — 2)35(2)S (2, 45 6) =
="z —y) + gors0(2)S(7,y; 9)

cioe 'equazione precedente. A questo punto possiamo procedere perturbativamente.
All’ordine gy avremo:

Sy 8) = Solx — y) + %o / dz Solz — 2)156(2)S0(z — ) + O(g2) =

79
y +go/dz /f\ +0(g5) -
x & Yy
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Al secondo ordine avremo:

Y +go/dz /& +g0/d21d22;1>_<‘ —l—OgO
Y (7.44)

S(z,y;0) =z

Quindi

()]

Wit = [ 56 &5 f¢4+fJ¢< -l >_<’ det
(7.45)

Ora dobbiamo capire quale contrbuto da il termine det[D(¢)]. Per prima cosa,
trasformiamo I'operatore differenziale (2 —mg — go¢y°) in un operatore integrale K (z, y)

K(z,y) = (d, — mo — goday")0*(z —v) | (7.46)

che soddisfa

[y K@ )its) = D)) (7.47)
A questo punto notiamo che possiamo riscrivere K (z,y) come
K(z,y) = (. — mo){d*(z — y) — goSo(z — y)7"d(y) , (7.48)
e poi ne prendiamo il det, ottenendo cosi
det K = det(:d — mg) det{6*(z — v) — goSo(z — y)V°d(y)} . (7.49)

Il termine det(:d) — my) si semplifica quando dividiamo il funzionale generatore per Z[0].
Valutiamo quindi il termine det{d*(z — y) — goSo(z — y)7°¢(y)}. Ponendo B = Sp(z —
Y)Y’ é(y), e usando l'identita det A = €184 otteniamo

det(I — goB) = exp [trlog(I — g,B)] = exp (—tr g g—OB”> = exp (— E g—otrB”> :
n n
n=1 n=1

(7.50)
e quindi
det(I — goB) = exp [Z—N )tr(B™) (7.51)
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Ora

OS

- = det[D(¢)] .

n

— det(I — goB) = exp Zg

(7.52)
Possiamo riassumere il risultato appena trovato dicendo che:

1. prendendo il logaritmo del det[D(¢)] nell’Eq. (7.52) otteniamo tutti i diagrammi a
1-loop;

2. per quanto riguarda il det[D(¢)], che ¢ la quantitd che ci interessa (e non il suo
logaritmo), osserviamo che espandendo l’esponenziale nell’Eq. (7.52) ottiamo tutti
i diagrammi con un numero arbitrario di loop.
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Capitolo 8

Teorie di gauge

8.1 Integrazione sul gruppo

Consideriamo un gruppo continuo G, ad esempio SU(N) con la parametrizzazione espo-
nenziale e**' dove t, sono i generatori del gruppo. Questo gruppo puo essere pensato
come una varieta differenziabile, almeno nell’intorno dell’identita, e i parametri «, co-
me coordinate sulla varieta. Matematicamente, questo vuol dire che esiste una funzione
¢ : R" — G che assegna ad ogni n-upla (ar, ..., a,) € R" un elemento del gruppo g € G,
ie.

dlaq,...,an) =g, (8.1)

come mostrato in Figura 8.1.

Figura 8.1: La funzione ¢ : R® — G assegna ad ogni punto (ay, ..., a;,) dello spazio reale
R™ un elemento g = ¢(ay, ..., a,,) del gruppo G.

Si definisce carta la coppia (¢,U), dove ¢ ¢ la mappa definita nell’'Eq. (8.1) e U ¢
un intorno di R™ tale che ¢(U) € G. Due carte (¢,U) e (1, V) si dicono compatibili se
o(U)N (V) # 0. La struttura differenziabile sul gruppo ¢ indotta dalla trasformazione
differenziabile di carte compatibili (¢, U) e (¢, V):

b log U=V |
b (ola) = 6 8.2)
o(U) N (V) £0. )

¢(a) € oU) NY(V) .
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Precisamente
bog U= o(U)Ny(V) = ¢~ (6(U) Ny(V)) (8.4)

come illustrato in Figura 8.2.

R"™ R"™
Figura 8.2: La struttura differenziabile sul gruppo ¢ indotta dalla composizione di funzioni
in carte compatibili.

Possiamo anche definire una funzione sul gruppo f(g):
fiGoR. (8.5)

o piu precisamente
flg) = f(o(a)) - R" = R (8.6)

La funzione f e detta differenziabile se f o ¢ : R™ — R ¢é differenziabile.
Vogliamo definire ora un’integrazione sul gruppo:

/ f(g) dg . (8.7)
G

Quest’integrale dipende dalla parametrizzazione del gruppo (cioe dalla mappa ¢). Per
ovviare a questo problema, definiamo U'integrale di f(g) come

/ (o) dutg) = [ fa)ut) dg (8.8)

dove (g) e una funzione invariante sotto il gruppo, cioé ¢ una misura invariante. Di
conseguenza, ((g) soddisfa la seguente condizione

/f e /fgog e (8.9)

dove g € un qualsiasi elemento del gruppo e questa relazione deve valere per una funzione
f arbitraria. Supponiamo che g o g = ¢’ sia invertibile, i.e.

gog=¢g — g=9g 'og, (8.10)
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e quindi

dg' . (8.11)

Avremo allora

/Gf(g) dﬂ(g)z/cf(gwg) dg:/cf(ﬁog)u(g) dg =

- (G "oy —1,4]2@ " 09)
— ! 1 / d /:/ 1 d

| 16w o) |2 Flan(G o 9)| 25522 dg.
(8.12)

per cui la misura invariante u(g) deve soddisfare ’equazione

~ 0(g'og
1(g) = u(g 109)’ ( 5 )‘ (8.13)
g
La mappa

g = g=gog, (8.14)

corrisponde proprio ad una riparametrizzazione del gruppo e, poiché I'integrale ¢ esteso
a tutto il gruppo e la misura ¢ invariante per questa riparametrizzazione, l'integrale cosi
definito non dipende dalla parametrizzazione.

8.2 Teoria di gauge non abeliana

Consideriamo ora una teoria di gauge non abeliana, cio¢ una teoria di campo inva-

riante sotto un certo gruppo di trasformazioni locali. Il gruppo di simmetria ¢ un gruppo

di Lie ai cui elementi permettiamo di dipendere dalle coordinate dello spazio-tempo x*.

Indichiamo con g(a) un elemento del gruppo, dove a = (ay, ..., a;,) sono i parametri con-

tinui del gruppo. Parametrizziamo l'identita del gruppo con g(0) = e. Un elemento del
gruppo infinitamente vicino all’elemento identita si puo scrivere come

99

gla)=e+ Tt

dove t* sono i generatori del gruppo in qualche rappresentazione. Se la rappresentazione e

unitaria i ¢* sono hermitiani. Nel caso di SU(N), gli elementi del gruppo saranno matrici
N x N a entrate complesse che soddisfano la condizione di unitarieta

da®+ O(a?) = e +1t"a” | (8.15)

a=0

UU =1 - UUT =1 — > Uy(U")u =) UylUs; = 6i . (8.16)
j J

J

Questa condizione equivale a N condizioni reali 3. |Uj;|* = 1 ¢ N(N — 1)/2 condizioni
complesse. Quindi i parametri indipendenti sarebbero 2N? — N — N(N — 1) = 2N? —
N — N2 4+ N = N? ma bisogna sottrarre la condizione reale sul determinante det U = 1,
e quindi i parametri indipendenti sono N? — 1. Nella rappresentazione esponenziale
U = e dove t* sono i generatori del gruppo. Poiché det U = etlogl = graatr(t?) — 1
allora avremo che tr(t*) = 0, cioe i t* sono hermitiani a traccia nulla.

Tornando alle trasformazioni infinitesime possiamo definire la struttura del gruppo
nel modo seguente

g(a)og(B) = g(f(e. B)) (8.17)
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dove la funzione f(«, 3) soddisfa le condizioni seguenti

g(a)og(B) = g(f(e. B))
((2 8; z Z ” (8.18)
f0,8)=08,
per cui f(a, B) deve essere della forma
fala, B) = a® + B + fra®B° (8.19)

in quanto termini quadratici in « o § violerebbero le condizioni precedenti. Espandendo
g(«) al secondo ordine in «

2
g(a) = e+ ut"a® + %a“abt“b : (8.20)

e sostituendo quest’espansione nel prodotto g(a) o g(f) prima, e nella composizione
g(f(a, B8)) poi, otteniamo

2 2
gla)og(B) = (1 + 2t + %a“abt“b> (1 + 2B + %6“&’#“’) + =
a,a Z2abab ana abrayd Z2abab
=141« +§ozozt + 1t —i—zozﬁtt%—gﬁﬂt =

— g(f(a.0)) = (1 ofut S+ ) _

2
— 1+Zta<aa+6a fabc b/BC) tab( a—}-ﬁa—f—...)(ab—f—ﬁb—i—...) —
2
— 1+Zta04a+ltaﬁa+ltafabcabﬁc 2tabOé Oé + tabﬁ Bb

22 b b 22 b b
-+ 5#1 Oéaﬁ + Eta (0% Oéa s
(8.21)

da cui ricaviamo le seguenti relazioni
N ZOéaﬁbtatb — ZZtabCKaﬁb + Ztafachébﬁc
N ZtabOéaﬁb — tatbaaﬁb o fcabaaﬁbtc (822)
— 190 = —gt%b 4 g feobge

Poiché t* & simmetrico in a, b avremo
tba — tab — _thta + chbatc
— =ttt (O — [P =0 (8.23)
. Z[ta, tb] — _Z(fcab o fcba)tc — Cgbtc

dove C% = —y(feab — fba) sono le costanti di struttura del gruppo. Le relazioni di
commutazione dei generatori del gruppo

[t %] = 10%%te |, (8.24)
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definiscono I’algebra di Lie.
La trasformazione locale che ci interessa corrisponde ad un elemento del gruppo
g(a(z)) = g(x) che induce una trasformazione unitaria sui campi, i.e.

(x) — ¢(x) =Ulg(x)d(z) = Uz)v(z) . (8.25)

Poiché il termine cinetico non e invariante dobbiamo ridefinirlo. Definiamo un operatore
(non locale) che agisce sui campi nel modo seguente:

vr(y;z) = Viy,z)¢(z), (8.26)

cioeé I'operatore V' ‘trasporta’ ¢ (z) da © — y. Richiediamo che sotto una trasformazione
locale 97 (y; ) trasformi come trasforma un campo nel punto y:

Ur(y; x) = Uy)dr(y; ) = Uy)V (y, 2)(x) = Uy)V (y, 2)U " (2)9' (z) = V'(y, x)?(g(;))
da cui ricaviamo che ‘

V'(y,z) =Uy)V(y,2)U" (z) . (8-28)
Considerando un trasporto infinitesimo da x — = + dx otteniamo
Yr(v+de;x) = V(e+dr, z2)p(z) = [140,Vda" +.. JY(z) = [1+2A,(z)dx"|p(z) . (8.29)

Poiché V' & un operatore nella rappresentazione che ha come base i campi ¥ (z), cosi anche
gli A, (x) definiti nell’equazione precedente sono operatori nella stessa rappresentazione.
Abbiamo dunque trovato la seguente equazione:

Yr(r 4+ de;x) = P(x) + 14, (x)dz"p(x) |. (8.30)

Vediamo ora come trasforma A, (z):

[1+ 24 (2)dz"] = Uz + da)[1 + 1A, (x)dz" U~ (z) =
— [U(2) + BU()d 1 + 1A, () AU () =
= U(2)U Y(z) + U (2) A, (2)U N (2)da" + (0,U (x)) U (z)dz" + ...
=1+ pUA U + (0,U)U ] dz"
— 1A (z) =AU + (0,0)U!

— A, =U(2)AU (z) — (8, U)U ()

(8.31)
Sotto una trasformazione infinitesima U(z) = 1 + 1A\, (2)t* avremo

Al(x) = (14 0 Ay (1 — 1)) — z(a#(1 + 2A>)(1 ) =
= A, — 1A+ A, —10,0)) = (8.32)
= A, +1[NA)+ 0N,

da cui ricaviamo

Al(z) = Ay 41\ A+ 0N | (8.33)

Espandendo A nella base dei generatori del gruppo otteniamo
A ()t = Ant® o[ At ASt] + 9, X =
= AZta + z)\bAszbcat“ + O\t = (8.34)
= AZta — )\bAZf“bct“ + 0\,
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da cui ricaviamo la legge di trasformazione infinitesima dei campi A’ Z(a:)

A (z) = As(x) — [N () AS () + 0\ | (8.35)

Il differenziale covariante ¢ dato da

Diy(x) = (x4 dx) — p(x + dz;x) =
= (@) + d(z) — P(@) — 14, (2) (o) da =

8.36
= (0u0(a) — 1A, () () da* (550
— Di(x) = dy —1Au(z)¢(x)
e la derivata covariante D, (z) si scrive quindi come
Dyb(r) = Gubla) — 1AL @)ula) |- (8.37)

Vediamo come trasforma D,y (x):

(Dutp(x)) = (0" — 1A ") = 0,[U (x)p(x)] — o[UAU ™ —o(0,U) U U(x) =
= (0, U0 + U(0,0) — U A — (0,U)) = (8.38)
= U(Outp —1A,4) = U(2) Dyi(x)

cioe abbiamo trovato che

(Dt () = U(x) (Dt () |- (8.39)

e quindi il termine cinetico costruito con la derivata covariante e invariante.

La liberta di ridefinire i campi in ogni punto dello spazio attraverso una trasformazione
di gauge (indipendente punto per punto) senza alterare la teoria rende problematico
definire un termine cinetico. Fisicamente il termine cinetico ¢ una misura della variazione
del campo nello spazio (variazione dell'intensita). Il differenziale ordinario ¥ (x + dx) —
1 (x) non ¢ attendibile perché dipende dall’orientazione dei campi che possiamo cambiare
indipendentemente nei due punti z e x + dx.

Il differenziale D = ¢ (x+dx)—r(x+dx; x), invece, non soffre della stessa ambiguita,
perché i due campi ruotano simultaneamente dello stesso angolo in modo tale che il loro
angolo relativo resti fissato. Il campo ¢r(x + dz;x) € un campo direttamente collegato
con ¢(z) attraverso le connessioni A, (z). In sostanza ¢r(x + dx;z) € una ‘copia’ di
Y (z) in x + dx che pero ruota come (x + dx).

Per un trasporto finito 17 (y; z) dipende criticamente dal cammino scelto per andare
da x — y. Ricaviamo 'operatore di trasporto finito da x — y. A tal fine notiamo che

Dypr = 0, (8.40)

cioe

Op =2 Au(@)]r = 0,

8.41
— ﬁﬂwT = lA“<I>Q/JT , ( )
che possiamo riscrivere come equazione integrale:
Yy
vr(y;x) = ¥(x) —1—@/ A (2 )pr (2’ x) da’ . (8.42)
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Figura 8.3

Iterando otteniamo:

/

() + z/x A, (" )pr (2" x)da

dr’ =

br(y:z) = (z) +1 / " A @)

y y z’

:w(:c)—i-z/ Au(x’)w(a:)dx’+z2/ dx'/ da" A, (2" A, (2" )pr (2" x) =

I Y Yy !
= 1—1—2/ Au(a:’)d:v'+22/ dx'/ da" A, (2" A, (") + .| Y(x) =

r o0 y z,nfl
— Zz”/ dxl.../ dz" A, (xY).. A, (2™ | (z) =

| n=0 x T

(& ! Sn—1 dxt  dx"
= " d ds, A A n))—..— | =

Dt [ s [ dsautaton)- Adaton) S

(&2 ! ! da! dx"
— Z_'/o dsl.../o dsn73{Au(x(sl))d—&...AM(x(sn))d—%} =

L n=0

1 dzt
= exp [273/ ds A,(x(s)) i] :
0 ds
(8.43)
da cui ricaviamo la seguente espressione per l'operatore di trasporto finito V' (y, z):
! dxt
V(y,z) = exp [273/ ds A,(z(s)) - %1 : (8.44)
0

dove P ¢ un operatore di ordinamento che ordina le connessioni in base alla loro posizione
sul cammino dalla piu vicina al punto iniziale alla piu lontana. Questo ¢ palesemente un
operatore non locale e inoltre dipende dal cammino C che unisce il punto iniziale al punto
finale, giacché le connessioni variano punto per punto. In realta pero non ci interessa un
trasporto finito del campo, in quanto perderemmo la natura locale del campo stesso.
Per effettuare un trasporto infinitesimo ¢ sufficiente un campo locale A,(x) che forza
Yy a ruotare come un campo in (z + dz). Infatti A,(x), accoppiandosi con 1 (z), induce
la rotazione in (z + dx). Attraverso il campo A,(x) ¢ possibile costruire un termine
cinetico invariante di gauge. Dobbiamo confrontare i(x + dx) non con ¢ (z) ma con
P(x) 4+ 1A, ()Y (x)dz*. Possiamo interpretare questo fatto dicendo che il campo ¢ (z) nel
tratto dz* dello spazio-tempo sperimenta un’interazione con A, (z) che, in un certo senso,
lo vincola ad orientarsi in una certa direzione. L’interazione tra i(x) e A,(x) nel punto
x produce un campo ‘mobile’ ¥r che pero trasforma come un campo nel punto (z + dz).
Quando andiamo a confrontare questo campo mobile 7 con il campo ¥ (x 4 dz) che
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non ¢ stato trascinato nello spazio-tempo (a differenza di ¥r) abbiamo una misura reale
della variazione del campo che non dipende dalla gauge. In altre parole il campo A, (z)
determina e definisce un’evoluzione del campo invariante di gauge, cioe indipendente
dall’orientazione assoluta del campo nel punto =x.

Calcoliamo ora il commutatore seguente

[Dy, DuJto(z) = [0 — 14,) (0 — 14y) = (Oy — 1A) (0 — 1AW (x) =
= (0,0, —1A,0, —1(0,A,) —1A,0, — A A, — 0,0, +1A,0, +1(0,A,)+
+1A4,0, + A AW (z) =
= [—(0uA)) — [Au, Al + U0 A)] () =
=1 (aVA,u - a,uAV + Z[A;u Al/]) Yﬂ(@ = ZGw/w(w) )
(8.45)
dove abbiamo definito il tensore G, come

G = 0y A, — 9,4, +1[A,, A |. (8.46)

Espandendo G, nella base dei generatori otteniamo
Gt = (0,47 — O, A" + ZAZA,C, [t°, 1] =
= (0, A} — 9, A0)t" + ZAZA,C,Zbe“ta = (8.47)
= (0, A} — 0,4, — f“bCAZAi)t“ ,

per cui le componenti G, sono date da

G, = 0,A% — 9, A% — ™AL AC | (8.48)

Consideriamo ora la lagrangiana seguente
L=l —m) . (8.49)

Questa lagrangiana e invariante di gauge. La corrente associata alla simmetria di gauge
¢ data da

oL _ _—
J, = 58”¢51/) = M) = —apyH ) . (8.50)
D’altra parte ’equazione del moto per A, da
oL -
= YyHth) = 51
s = e =0, (8:51)

e quindi J, = 0, cio¢ la corrente non fluisce. Per far fluire la corrente dobbiamo

inserire un termine cinetico per A,. Per trovare un termine cinetico invariante di gauge
. . . LN /

consideriamo la trasformazione della quantita ([D,, D, |1 (z))". Osservando che

(D (@) = Dy (x) = U(2) Dy (z) = U(z) DU ()¢ (@) (8.52)
otteniamo la seguente legge di trasformazione per G,

D, =U(x)D,U () ,
[DIM DV}/ = U(x)[Du’ DV]U_l(x) ) (853)
— G, () = U(z)Gu(x)U (z) .
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Prendendo una trasformazione infinitesima U(z) = 1 4 1,t* avremo che
G () = (1 +10at") G (1 = 104t") = Gl + 106t Gy — 106G t” (8.54)

e quindi

G (2) = G +0,[t, Gl |- (8.55)

Espandendo nella base dei generatori otteniamo

GOt = GOt +acy[t?, GS, 1] = GOt + 1y G0 f2010 =

a ja c fpabcya <856)
= G 1" — oGS, ft
da cui ricaviamo la seguente legge di trasformazione per le componenti G7,:
G (x) =G (x) — f“bcabG,cw(x) . (8.57)
Consideriamo un termine del tipo tr[G,, (x)G*(z)] e vediamo come trasforma:
tr[G’ G = tr[UG,,,G" U™ = tr[G,,G"™] . (8.58)

Il termine tr[G,, (x)G*(z)] € quindi invariante di gauge (e anche invariante di Lorentz);
contiene le derivate di A,(z) ed ¢ 'unica combinazione invariante. Scrivendo

—Qngtr[GWGW] _ —2ig2GgVGW%r[tatb] | (8.59)
e scegliendo la normalizzazione dei generatori come
erftoet] = %5@ | (8.60)
avremo che il termine cinetico cercato ¢ dato da
—%926’21,6”“’“ : (8.61)
Riscalando i campi A, — gA, avremo
D, =0,—19A,,

1 (8.62)
gGW — 0,A, — 0,4, +19[A,, A

e quindi possiamo riscrivere il termine cinetico come —}lewGW“ con G, ridefinito come

G = 0,4, —0,A, +19[A,, A

a a a abc Ab Ac (863)
G/w = &,AN - 0,A, —gf AMAV

A questo punto calcoliamo la variazione §(Gf.,G*"):
o(G, G ") = 2G,,0GH " =
= 2G% [00, A5, — 60, A% — g f*"6(A) AS)] =
= 2G%,00,A% — 2G2,00,A5 — 2G5,g [ 6(ALAS) =
= 4G%,00,A% — 2GS, g [ (6 AN AL + AV (0AS)] = (8.64)
= 4G7,0(9,A3) — 2G5, 9" (0A}) A} — 2G}, g [ Ay (6 A7)
= 4G7,0(0,43) — 2G7, 9" (0A}) A} — 2G7, g f* AT (3A)
= 4G, 0(0,A%) — 4GS, gf (6 A AS

v )
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da cui concludiamo che

) (_iGa G,uua) = _Qmwa ’

6(0, A m
(5 2 . (8.65)
|z qpva ) — prva abcAc
s (—3emem) = g,
Le equazioni del moto per il campo A, sono quindi date da
0,GM @ = gGIb fabe AC — gihy e (8.66)
Riassumendo, avremo
0,G" “(x) = Jp"(z) |
0,0,G"(x) = 0,JJp () =0, , (8.67)
SRt = gfPeGH AL — gyt

dove JL* & la corrente totale dovuta al campo di gauge piu il campo di materia ed ¢ la
vera corrente conservata.

8.3 Gauge fixing

La quantita che ci interessa calcolare in questo paragrafo ¢ un integrale funzionale sui
campi di gauge della forma

/ §A A (8.68)

ovvero la sua continuazione analitica nell’euclideo
/ 6A e=5eA) (8.69)

Sotto una trasformazione Q(x) del gruppo di gauge A, (z) trasforma come
Ai}(x) = Q(:E)Au(x)Q_l(m) — z(@MQ)Q_l(m) , (8.70)

mentre Sg(A) ¢ invariante

Sp(A%) = Sp(A) . (8.71)

Applicando tutte le possibili trasformazioni (z) del gruppo di gauge ad A, (x) otteniamo
'orbita A;} mostrata in Figura 8.4 Quindi, fissato A, (x), esiste un’intera orbita Af(x)
lungo la quale Sg(A) (e qualsiasi altra osservabile fisica) non cambia. In altre parole, per
le osservabili fisiche come Sg tuttii punti lungo le orbite di gauge sono equivalenti: ciascun
punto su ogni orbita da lo stesso risultato fisico. Per questo motivo vorremmo integrare
solo sulle configurazioni del campo di gauge fisicamente distinte e quindi considerare solo
un punto per ogni orbita di gauge. In sostanza vorremmo integrare su una ipersuperficie
che interseca ciascuna orbita di gauge una sola volta. Questa ipersuperficie nello spazio
di funzioni ¢ definita dal vincolo

f(A) =0, (8.72)

ed e chiamata superficie di gauge fixing.
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Supponiamo di avere un certo A, () tale che f(A) = 0. Se esiste un altro A,(z) tale
che f(A) = 0 sulla stessa orbita di gauge di A,(x), i.e.

A (z) = QA0 — (0,00 = A, (), (8.73)

allora la supericie di gauge fixing interseca l'orbita di gauge piu di una volta. Queste
intersezioni multiple sono chiamate copie di Gribov. Nella discussione seguente assu-
meremo che non ci siano copie di Gribov, cioe che la superficie di gauge fixing definita
dal vincolo f(A) = 0 non abbia intersezioni multiple. Notiamo che i campi di gauge indi-
pendenti Az(x) sono in numero pari al numero di generatori del gruppo: a =1,..., N2 —1
nel caso di SU(N). Di conseguenza avremo esattamente N? — 1 vincoli f,(A) = 0 che
sono necessari per determinare univocamente la superficie di gauge fixing. Nello spazio
di funzioni questi vincoli individuano una superficie (N? — 1)-dimensionale.

4+—— Orbite di gauge —,

Figura 8.4: Orbita di gauge. In ogni punto dello spazio-tempo il valore del campo A,,(z)
puo essere cambiato in un nuovo valore Af}(x) applicando un’opportuna trasformazione
Q(x) del gruppo di gauge. Applicando un’altra trasformazione si ottiene, in generale,
un altro valore ancora A{f/(x). Applicando tutte le trasformazioni del gruppo si ottiene
un insieme di valori {A,(z), Aj}(x), A2,<I>, ...} detto orbita di gauge del campo A, u(x).
Prendendo un altro punto y dello spazio-tempo e ragionando analogamente si ottiene
I'orbita di gauge del campo A,u(y). Tutti i valori del campo A, lungo un’orbita di
gauge sono fisicamente equivalente. Questo vuol dire che il valore di qualsiasi osservabile
fisica costruita con i campi A, non cambia quando A, varia lungo la sua orbita di gauge.

Chiariamo la procedura per calcolare 'integrale nell’Eq. (8.69). Fissiamo un punto
x dello spazio-tempo. Fissiamo la funzione A,(x). Se A,(z) non soddisfa la condizione
f(A) = 0 percorriamo la sua orbita di gauge Aj}(z) e individuiamo il punto in cui f(A7) =
0. A questo punto, variamo la forma funzionale di A,(z) in modo da non intersecare
I'orbita di gauge precedente. Questa nuova forma funzionale di A,(z) & fisicamente
distinta da quella precedente in quanto non e raggiungibile da una trasformazione del
gruppo di gauge. Percorriamo I'orbita di gauge di questo nuovo A, (x) per trovare il punto
in cui f (Af}) = (. Per ognuna di queste configurazioni fisicamente distinte calcoliamo Sg
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e sommiamo i vari contributi. Infine, variamo il punto x, e sommiamo tutti i contributi
relativi a tutti i punti dello spazio-tempo.

Per implementare questa procedura matematicamente dobbiamo fattorizzare 'inte-
grale originale nel prodotto di un integrale sulla superficie di gauge fixing e un integrale
sul gruppo di gauge, i.e.

/ A = / 5450 (8.74)

dove l'integrale in 6A ¢ esteso a tutte e sole le configurazioni del campo fisicamente
inequivalenti, mentre l'integrale su 0{) & esteso a tutte le trasformazioni del gruppo di
gauge. A questo scopo introduciamo il funzionale ¢ infinito-dimensionale:

= [ olfa(Au(2))] - (8.75)

Se prendiamo A arbitrariamente allora f(A) # 0 — 0[f(A)] = 0. Ma esistera € tale che:
f(A%(z)) =0 (8.76)

L’integrale sul gruppo di gauge di §[f(A)] puo essere scritto come

/ 9 0(AY)] = 5 (8.77)

0 analogamente

A(A) /59 S[f(AD] =1. (8.78)
Il fattore Af(A) ¢ chiamato determinante di Faddeev-Popov. Esso dipende dalla
superficie di gauge fixing f, ma e invariante di gauge, cioe se prendiamo due A,(z) sulla

stessa orbita di gauge Af(A) non cambia. Per dimostrare quest’affermazione notiamo
che 6 & un prodotto (infinito) di misure invarianti, i.e.

50 = H 1(g(z)dN" g(xz) . (8.79)
Sotto una trasformazione Q A;(A) diventa

Af(AQ)/(SQ S[f(AMY =1, (8.80)
Usando la definizione di misura invariante

/GF(ﬁog)du(g)z/GF(g)du(g), (8.81)

avremo che

8s(a%) [ 5005((47)° = As(a%) [ 60 815 = G = (3.82)

e quindi .
Ap(A%) = Ap(A) (8.83)

A(A) ¢ indipendente da (2, cioe ¢ invariante di gauge.
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A questo punto possiamo calcolare il valore di aspettazione di un operatore O come

_ [0AeTSWO(A) [ 54 e SWO(A)AL(A) [ 69 S[f(AY)] _

O = 5 ac s = T [3A e SIA,(A) [ 09 3 (A7) -
[5954 eSO AL(AIF(A) (550
= 0004 e S A [(A)3[ (A7)

Ora consideriamo la trasformazione
A (z) = Q2)A(z)Q 7 (2) — 21(0,2(2))Q 7 () = A'(w) . (8.85)

Questa trasformazione e lineare e non omogenea e corrisponde geometricamente ad una
rotazione + una traslazione. Inoltre avremo che
S(A) = S(A)
O(A)=0(A"), (8.86)
Ap(A) = Ap(A)) ,0A =04,

perché sono gauge-invarianti (in particolare la misura d’integrazione funzionale & inva-

riante di gauge, i.e. ¢ invariante sotto rototraslazioni) e quindi I'Eq. (8.84) diventa

(0) = JOQSA e SEDO(A) A (A)d[f(A)]
[ OQ8A e SADA L (ANS[F(A)]

(8.87)

A questo punto notiamo che la variabile d’integrazione funzionale ¢ una variabile muta,
per cui possiamo scrivere

_ [0 [6A e SO(A)A(A)[f(A)]

O = T30 [5A e SPO(A)A, (AL (A)) (8:88)

L’integrale in dA & indipendente da €, quindi [dQ si fattorizza e si semplifica col
denominatore. Ci‘gche resta ¢ un integrale funzionale sulla sola superficie di gauge-fixing;:

() = J A e S DO(A)A;(A)d[f(A))
J 0A e SWAL(A)S[f(A)]

(8.89)

Potrebbe sembrare che (O) dipenda dalla scelta della superficie di gauge-fixing, ma pos-
siamo dimostrare che se O(A) € una quantita gauge invariante, allora (O) € indipendente
dalla scelta della superficie di gauge-fixing, cioe indipendente da f. Per dimostrare questa
affermazione, scegliamo un’altra superficie di gauge-fixing g(A) = 0. Avremo che

A,(4) / 5 3g(AN)] = 1 | (8.90)

e quindi possiamo scrivere

(0) = [ 64 ¢ SDOA)AHA)SF(A)] =

0A e FWO(A)A(A)S[F(A)]Ag(A) /59 olg(A™)] = (8.91)

005A e WO(A)A;(A)S[f(A)]A,(A)3[g(A")] .

I
—— —
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Chiamiamo

A=A (8.92)

e 'inverso come

A=A, (8.93)

per cui possiamo scrivere (O); come
(O} = [ 89254 ¢S O(A)A(ASLF(A) A, (A)lg( )] =
= 6004 SO0 (AN ]B,(A)3lg(A)] = (3.94)
= [aa s wona,(slgaa ) [ o sl

Usando la definizione di misura invariante sul gruppo

/ f(9)du(g) = / Flg™V)du() | (5.95)
deduciamo che
o sz = [ ol (3.96)
Osservando infine che
At o slr(a)) =1, (3.7
possiamo concludere che
(O} = [ 64 SW0(A)A,(A)5lo(A)] = (O} | (3.9

cio¢ (O) ¢ indipendente dalla scelta della superficie di gauge-fixing,.

8.4 Ghosts

In questo paragrafo ci occuperemo del calcolo esplicito del determinante di Faddeev-
Popov.

8.4.1 Caso abeliano

Cominciamo considerando il caso di un gruppo di gauge abeliano. La trasformazione di
gauge
AN(z) = Au(x) — (0,207, (8.99)
con  dato da © = ¢*® diventa
Al(z) = Au(x) + 0uA(z) = Aﬁ(m) . (8.100)
Scgliamo come superficie di gauge-fixing la gauge di Lorentz, i.e.

F(A) = 8,A"(x) =0. (8.101)
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Inserendo 1'Eq (8.101) nella definizione di A¢(A)

A(A) /59 S[f(AD] =1, (8.102)

otteniamo

As(A) / 50 8[0, A" +0A = 1. (8.103)
La misura invariante sul gruppo & proprio dA, per cui avremo
As(A) /5/\ S[0, A" +0A] =1. (8.104)

Facendo il seguente cambiamento di variabili:
N =0A+0A, (8.105)

con lo jacobiano funzionale dato da

oA 1 1
otteniamo . A (A)
As(A SN S(N) = L =1 1
) ey | X W) = [k =1 (8:.107)
da cui ricaviamo che
Af(A) = |det[d]] |. (8.108)

Riassumendo, nel caso abeliano abbiamo imparato che il fattore A;(A) e uguale al deter-
minante dell’operatore differenziale [J ed e, quindi, indipendente da A. Di conseguenza
puo essere immediatamente fattorizzato e semplificato con il denominatore nel calcolo dei
valore di aspettazioni delle osservabili fisiche. Nel caso non-abeliano le cose sono molto
diverse.

8.4.2 Caso non-abeliano

Nel caso non-abeliano avremo come prima
Al(z) = QA0 — (9,007 (8.109)

ma ricavare la trasformazione per AZQ(LE) e complicato per una trasformazione finita.
Tuttavia per una trasformazione infinitesima Q = I 4 1g,(x)\, avremo

AX@) = Ay + 190 (0) oy Au(@)] + 0u9(x) | (8.110)
e espandendo A, (x) nella base dei generatori otteniamo
AZQ(x) = A (r) — f“bcgb(x)AZ(x) + 0,9%(x) , (8.111)

da cui vediamo che anche quando g = cost i campi di gauge trasformano in modo non
banale (sono campi che portano una carica) a differenza del caso abeliano.
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Calcoliamo ora il determinante di Faddeev-Popov nella gauge di Lorentz partendo
dalla sua definizione:

Af(A)/cSQ [0, A ()] = 1. (8.112)

Diciamo subito che la gauge di Lorentz nel caso non abeliano ha molte copie di Gribov,
cioe la superficie di gauge fixing interseca la stessa orbita di gauge piu di una volta. Se
richiediamo che l'intersezione tra orbite di gauge e superficie di gauge-fixing sia unica al-
lora I'integrale ¢ diverso da zero solo in un piccolissimo intorno del punto d’intersezione.
Quindi possiamo limitarci a considerare trasformazioni infinitesime. Nel caso generale di
intersezioni multiple tra un’orbita di gauge e la superficie di gauge-fixing il modo di pro-
cedere seguente non da risultati esatti. Dopo aver fatto questa precisazione, procedendo
nel calcolo otteniamo

8s(4) [ 60010" @) — 10, (gw) A2 = 1. (5.113)

avendo posto 9,A*(x) = 0. Usando il fatto che la misura invariante sul gruppo e 02 =
1(g)dg otteniamo

Apa(A) / 1(9)8g 6[0g® — [0, (gpAL)] =
= AaA(A)/u(g)ég 0[Bg] =1.

L’unica soluzione di Bg = 0 ¢ g = 0, perché 'altra possibile soluzione g = cost non
soddisfa la ‘condizione al bordo’ lim,_,+, g(z) = 0. Quindi avremo che

(8.114)

Boa(4) [ ulo) d1Ba) g = Boa(4) [ le) 06 b g =1, (8119)
da cui ricaviamo che
AaA(A)% =1. (8.116)
Ponendo 1(0) = 1 otteniamo infine
Apa(A) = |det[6”0 — f*0, (A | (8.117)

A differenza del caso abeliano Ays(A) dipende da A,,.
Dimostriamo ora che il det non si annulla mai al variare di A,,. Essendo il determinante
il prodotto degli autovalori, i.e.

det =[] s, (8.118)
autovalori
possiamo scrivere
Og* = [*0,(A5g%) = png” - (8.119)
Se ci fosse un autovalore nullo avremmo
Og® — f*0,(A%g”) =0, (8.120)
e cioe
O A = 0,A, =0, (8.121)
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che vuol dire che avremmo trovato un Af} sull’orbita di gauge che soddisfa la condizione
8#‘42 = 0 e quindi interseca la superficie di gauge-fixing. Avremmo quindi un’intersezione
multipla tra orbita di gauge e superficie di gauge-fixing. Quindi un autovalore nullo
segnala la presenza di intersezioni multiple. Supponiamo che non ci siano intersezioni
multiple. Ma allora il det non si annulla mai al variare di A,,.

Inoltre, poiché il det compare a numeratore e denominatore nel calcolo dei valor medi
delle osservabili, il segno ¢ irrilevante e possiamo omettere il modulo.

Quando effettuiamo ’espansione perturbativa del determinante, questa porta ad in-
terazioni non locali tra i campi di gauge. E conveniente, quindi, effettuare un’ultima
manipolazione sul determinante e riesprimerlo come un’interazione locale di campi fit-
tizi. A tal fine scriviamo il det B come un integrale funzionale su variabili (di campo)
grassmaniane:

det B = / 5ede exp [— / é(x) B(x)c(x) dx} _

(8.122)
= /5050 exp {—/ca(x)(cgabﬂ — fabcauAZ)cb(x) d%} :
che dopo un’integrazione per parti diventa
det BB — / 5c0% exp { / (0,60 + Gy fD, (Alcy)] d%} | (8.123)

[ campi fittizi ¢*(x) sono campi scalari a massa nulla anticommutanti in rappresen-
tazione aggiunta, chiamati ghosts. Possiamo quindi scrivere il valore di aspettazione
dell’osservabile O come

©) = [ 54 e SDomFIALA)
(0) = / §ASCOE exp {—S(A) n / d'z [0Néa8“ca te, fabCaM(Agcb)} } O(A)5[3,A"] .

(8.124)

8.5 Propagatore fotonico

Consideriamo il funzionale generatore dell’elettrodinamica senza campi di materia:

-l -Gl o))

_ / SA exp [—S(A) + / A d4xE} 5(0,A")

dove S(A) = %L f F,F wdtrp. Usando la definizione del tensore elettromagnetico per
calcolare il prodotto F),, "

F,F" =2(0,A,0"A" — 0,A,0"A") , (8.126)
e integrando in d*zp otteniamo che
1 1 1
; / FuF* dhop = / (0,4 + (DD, A)A, = / (0,A,)° (8.127)
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avendo usato il vincolo d,A* = 0. Effettuando una trasformazione di Fourier funzionale
della 6(0,A,,)

Au) =[] 8(0uAu(x)) = / SA\ exp [2 / Az)d, A, d%] , (8.128)

e inserendo quest’espressione nell’integrale funzionale (8.125) otteniamo

:/5A5)\exp- 1/(8A) /JA“+Z/)\8A“}:
_/6A6)\exp /ADA“ /JA“—@/@)\)A}_ (8.129)
:/6A5/\ exp _Q/A 4» /( z@A)A“].

Come al solito variamo 'azione per cercare i punti stazionari per effettuare il cambiamento
di variabile:

0A, + (J, —10,\) =0, (8.130)
che risolta da

A, = /d4y G (z,y)(J" —10"\) (8.131)
dove G, (z,y) soddisfa 'equazione seguente
O0Gu(z,y) = —0"6(x —y) . (8.132)
Chiamiamo gﬂ la soluzione dell’'Eq (8.130). Effettuando il cambio di variabili
A=A, +A,, (8.133)
nell’integrale (8.129) otteniamo

1 ~ ~ ~
= /(5A’5)\ exp | 5 /(A’ + A)O(A" + A) + 2(J, — 10,\) (A" + A)] =
— / SA'SX exp % / AOA + ADA + AOA + ADA + 2(J, — 19,0\ A*2(J, — 19, \)A| =

= /5A’5)\ exp %/A'DAHL(JM—@@“)\)Z} =

_ / S\ exp B / J, —@aMA)E] / SA exp B / A’DA’] .
(8.134)

Il secondo integrale non dipende da J e A e si semplifica con il denominatore, per cui
avremo che

Z[J] = /5/\ exp B /d4xd4y (Ju(x) =10, A () G* (x,y) (Ju(z) — z@,)(y))] . (8.135)
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Risolvendo I’Eq. (8.132) troviamo anche G,
O0G, = —6,6(x —y),

«%GW@w:/égﬁawwem,

d4q 2~ 1qx d4q 1qx
- / (27T>4 —q G,uu(‘]) e = _5/w (27‘(‘)4 e, (8136)
~ ) v
- GNV(Q) ? 9

d4q 5 vV _q(x—
— G;LV(J: - y) - / (271')4 ?6 @=y) = 5HVG(‘T - y) .

Il funzionale generatore diventa

Z[J] = /5)\ exp [% /d4xd4y J(2)G(z —y)J*"(y) — 1], (2)G(z — y)0" A(y)—
—memGu—wﬂmn—@MmGu—ywwwi:

— exp E / d*zd*y J,(v)G(x — y)J“(y)}

[ore [ [ty — 20,6 - 90N - Aw) (2£046x ) A)

(8.137)
Ora, poiché

0L Gz —y) = —Ou-yGlz —y) = 8z —y) , (8.138)
avremo che
Z[J] = eéfJGJ/(S)\ exp B /d4xd4y 22Ju($)[a;jG($ — A y) — Mx)d(z — y))\(y)] =

_ eéfJGJ/aA exp {—%/d‘*m?(y) +z/d:cdy Ju(@) [0y Gz — y)]k(y)l

(8.139)
L’integrale in 0\ & gaussiano e lo risolviamo cercando i punti stazionari per effettuare il
cambiamento di variabile:

)+ [ de @06 - ) =0,

(8.140)
- My) = z/d4x J“(x)[azG(x —y)] .
Ponendo A’ = A + \ avremo
/5/\’ exp [—% /(/\’ + N2 dy + Z/dxdy Ju(2) [0 Gz — y) (N + N (8.141)
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Valutando I'argomento dell’esponenziale troviamo

- % / N2 () + N(y) + 2V ()M (y) + / dudy J,(x)[0;G(z —y)IN(y)+

+a / ddy J,(2)[04G(x — y)]\(y) =

_%/)\’Q(y)—%/dyX(y) [X(y)—z/dxj( )01G(x — y }

+ % / drdy J,(2)[0"C(x — 1)\ (y) — / dy N'(y {N / dv J,(@)[0; Gl = )]}
-1 / N2(y) dy + 2 / dady J,(@)[04C(x — y)A(y) -

(8.142)
Quindi l'integrale in 6\ si fattorizza e si semplifica con il denominatore e otteniamo
1 ~
Z[J] = exp [ /JGJ+ /dxdy Ju(7)[08 G (x — y)]/\(y)] . (8.143)

Ricapitolando, abbiamo trovato che il funzionale generatore del campo elettromagnetico
¢ dato dalla seguente espressione

Z[J] = exp E /dxdy Ju()G(x —y)J"(y)—

(8.144)
1 124
~5 [ dududs 306 ~ ) AOC: y)]]
Nel secondo integrale nell’esponenziale possiamo risolvere 'integrale in y, i.e.
dql dq2 61(]1(1’7y) equ(zfy)
dy [0MG(zx —y))||0,G(z —y)] = | d o o, =
[ v 0560 = oG =) = [ v o
dg dgy —1q) —1gh -
— [ d 1T L1927 o~ (q1+q2)Y 8.145
/ e ¢ @ 0 ° (8:145)

d4 oV
_ q q9°q ezq(:c—z) _ Am/(x o Z) 7
2m)t ¢

e quindi Z[J] diventa

Z[J] = exp B / dzdy Jy(x)G(x — y)J"(y)} exp {—% / dxdy J,(z) A" (z — y)JV(y)} :
(8.146)

cioe

217 = exp B / dady J,(2)[G" (& — y) — A (z — y)]J,,(y)} | (8.147)

A questo punto possiamo ricavare il propagatore del fotone nella gauge di Lorentz 9, A* =
0, che e quindi dato da

D;uz(x - ?/) = 5MVG('I - y) - AMV(‘IL‘ - y) =
/ g O — L , (8.148)
)

1q(z—y)
27 )4 e €
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ed e chiamato propagatore fotonico trasverso.
Vogliamo ora estendere il calcolo precedente al caso di una teoria di gauge non abeliana
con una funzione di gauge-fixing del tipo

f(A)=0c, (8.149)

ad esempio

oA = () . (8.150)

Il valor medio di un’osservabile O sara dato dall’espressione
(0) = / 6A e Au_o(A) 6(0,A" —C) O(A) , (8.151)
dove Aga_c(A) soddisfa I'equazione
Aoa_c(A) / 0 S[OM AT - Cl =1 . (8.152)

e puo essere calcolato come

AL R A — [ gy(w) A () + Dug®(2)
QAL = AL — 0" gy () Af(2)] + Og* (=)

0 ; (8.153)
=AY = O =0g*(x) = [0  [go(x) AL ()]
—Apa-c(A) = |det[6°°0 - — fo*O" (A5-)]| = |det B
per cui (O) puo essere scritto come
(0) = / 6A e W (det B) §(0,A4" — C) O(A) . (8.154)

Poiché le quantita gauge-invarianti non sono sensibili ad un cambiamento della condizione
ausiliaria C'(x) possiamo mediare su C'(z) con un peso gaussiano, ottenendo cosi

(0) = / SCSA e 5 (det B) §(8,A* — C) O(A) ¢ 2 @) do (8.155)

da cui ricaviamo l’espressione finale indipendente da C"

(0) = / 5A =S (det B) O(A) exp {—% / (9, A")? dx} | (8.156)
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Capitolo 9

Simmetrie

9.1 Conservazione della carica

Supponiamo di avere una teoria invariante sotto un gruppo di trasformazioni globali.
Come esempio di riferimento possiamo pensare ad un gruppo SO(N) di trasformazioni
ortogonali tali che

oo =0"o=1,

9.1
detO=1. (9-1)

Per trasformazioni infinitesime possiamo porre O ~ [ + g = I + g, A\, e dalla condizione
OTO = I deduciamo che g7 = —g, per cui i generatori \, sono matrici antisimmetriche.
L’algebra del gruppo e descritta dalle seguenti regole di commutazione

[)\m /\b] = fabc/\c s (92)

dove fue sono le costanti di struttura. Un campo vettoriale ¢ sotto una rotazione
infinitesima viene trasformato nel campo ¢’ dato da

¢; = (14 gara)ijdj = ¢i + ga(Na)ij®y (9.3)

per cui la variazione d¢ = ¢’ — ¢ sara data da

6¢z = ga()\a)ijgbj . (94)

D’altra parte, la variazione dell’azione € nulla, i.e. §S(¢) = 0, perché la teoria ¢ invariante.
Se pero g, dipende dal punto dello spazio-tempo, i.e. g, = g,(z), avremo che §S # 0.
Infatti calcolando 0.5 otteniamo

)
o5 = [62(0.0,0) d'a = [ s =000+ 560,00 =

(5 ; 50,0;
oL " ufﬁ (9:5)
— 4 _ - .
_/d 5¢5¢,+8 (5%@@5) <5“5au¢i)5¢l'
Se ¢ soddisfa le equazioni del moto allora avremo
oL oL
V50,0: 00, L (56)
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e I'Eq. (9.5) diventa

55 = /a (&m )d4 /a (56,#@9@ ><A“>m~¢j)d4x=

= [ @) g5 s+ [ e w0 | 550000

Quando g,(z) = cost sappiamo che la variazione dell’azione deve essere identicamente
nulla, i.e. .5 = 0, da cui ricaviamo che

(9.7)

0L . B
au(;augbi@ )is¢5 =0, (9.8)
per cui I'Eq. (9.7) diventa
4 oL a 4 a
0S = [ d'z [%ga(x)]m(/\ )ij¢j = | d'a [0ug4(2)] () (9.9)
u®i
dove abbiamo definito la corrente Jjj(z) come
oL
Ji(x) = A)ii®; s 9.10
,LL( ) 5a’u¢z( ) J¢J ( )

che, come conseguenza dell’Eq. (9.8), ha quadri-divergenza nulla
Oy =0 (9.11)

Quest’ultima equazione rappresenta una legge di conservazione. Dimostriamo questa
affermazione con un esempio pratico, cioe nel caso di una teoria descritta dalla lagrangiana
seguente

1 ; Ng i 3o ;
- = YT S R
£ = 50u00°¢" — Loi6" = D(6i6")2 (9.12)
La corrente Jﬁ ¢ data da
a 5£ a a

Chiamiamo II;(x) il campo coniugato a ¢x), che ¢ definito come

oL

= 0o®; - (9.14)

La carica Q® ¢ definita come l'integrale spaziale della componente temporale della quadri-
corrente e vale

@:/fxﬂ@ﬂz/ﬁﬂ%@%@:/fﬂﬂw%@@. (9.15)
La carica e indipendente dal tempo, infatti calcolando la derivata temporale avremo
aoQa:/deaOJg:/d%6-fa:/dof-ﬁ:o, (9.16)
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dove I'ultimo passaggio ¢ una conseguenza del fatto che i campi si annullano sulla super-
ficie all’infinito.
Calcoliamo ora il commutatore delle cariche:

[Qa7 Qb} — Qa@b o Qan —
= / Fad®y (TFAGGTTIIAL,, 08, — TIIAL, 0% IIE XS 6F) =

7 Vg m=g Vg

- / BadPy [HI)\“quHy)\bgby TN (¢m(y)l_[i(:c) (@) b (y) + Hi(x)qu(y)))\agbx] .
(9.17)

Usando il fatto che il commutatore dei campi ¢ e II vale
G (Y)Li(x) = T(2) P (y) = 10° (T — )i (9.18)
I'Eq. (9.17) diventa
[@,Q" =
dPxdy

INGGTTIING @Y — TIIND 06° (F — )i A5 () — TIYA,, TIEY A 07] =

m7\ig

I
\\\\

[
dad’y {102 (NG GITINL, = N TGS )61, — TG, 10 (7 = 7)0im A6 | =
dad’y {10 (NN 6T = N, AT ) o, — /=

dady {1 XA ([65(0), a(y)] + THE67 ) = AL, ATt 0t — /) } =

dxd’y {TIENN,0° (T — §)8uen, + TN, N g5 on, — //} =

i Vg 150

I
\\\

B TN 6,0 — / B LA N 6 + / Pad®y TG, AL T GT Y, =

Pz I, AL o / d3x T fN b = 1.f27Q, .

(9.19)
Abbiamo quindi trovato che

[Q%, Q"] = of"™Q. |, (9.20)

cioe le (), soddisfano le regole di commutazione dei generatori dell’algebra di Lie. Inoltre
¢ facile dimostare che

[Q°, ¢i(x)] = —1Af, Pm(x) (9.21)

cioe le ), inducono la trasformazione infinitesima del campo attraverso il commutatore.
Per una trasformazione finita avremo

gi(w) = e Qng(x)e” @ |, (9.22)

dove l'operatore 9%« ¢& proprio 'operatore della trasformazione del gruppo che agisce
sullo spazio degli stati.

Prima di studiare l'azione della carica sullo spazio degli stati fisici, facciamo due
osservazioni importanti:

97



F. Morone - TEORIA DEI CAMPI

1. dal momento che le (), sono costanti del moto, esse devono commutare con 1’ha-
miltoniana, i.e.

[Qu, H] =0 . (9.23)

2. Consideriamo poi la trasformazione:

e PIQ P T = / B e PIJ(F 4)e PV = / B JT+§,t) = / B’ I 1)
(9.24)

che ¢ quindi indipendente da 3. Sotto una trasformazione infinitesima avremo

(1 - Zﬁ : g)Qa(l + Zﬁ : g) = Qa - Zyi[Pia Qa] = Qa P (925)
da cui deduciamo che
[Qa, P =0, (9.26)

e quindi in definitiva (), commuta con il quadrimuplso, i.e.

[Qa, P*] =0 . (9.27)

Valutiamo ora ’azione della carica sul vuoto. A tal fine calcoliamo
PrQ,10) = Q. P*|0) =0, (9.28)

da cui deduciamo che
Qa|0) = [0) , (9.29)

assumendo che non ci siano stati di vuoto degeneri. Prendendo il valore di aspettazione
sul vuoto della carica otteniamo

0QI0) = e = [ & O30 = [ & 03O0 (930

Per stimare il termine (0|.J§(0)|0) osserviamo che sotto una trasformazione di Lorentz
J,(0) trasforma come
U(AN)J(0)UT(A) = A" J,(0) . (9.31)

Prendendo il valore di aspettazione sul vuoto dell’Eq. (9.31) e sfruttando il fatto che il
vuoto ¢ Lorentz-invariante avremo:

(0[7#(0)[0) = (O[T (AU (A)J*(0)UT(A)U(A)]0) = (O[T (A).J*(0)UT(A)]0) = (0.32)

= A,"(01J7(0)[0) '

da cui concludiamo che, poiché (0J*(0)|0) ¢ un quadrivettore che trasforma secondo una

rappresentazione non banale del gruppo di Lorentz e poiche il vuoto ¢ non degenere,

allora I'unica possibilita e che sia proporzionale al vettore nullo. Di conseguenza avremo
che

0|J*(0)|0y =0 — ¢=0 — Q0) =0, (9.33)

cioe la carica annichila il vuoto.
Consideriamo ora gli stati a una particella |p, 7). Avremo:

PEQ%p, i) = p'Q%p, 1) | (9.34)
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cioe Q*|p, ) ha lo stesso impulso dello stato |p, i) e quindi deve essere una combinazione
lineare di stati con impulso p:

Qa|p7i> = chj‘ph]) . (935)

In altre parole gli stati a 1-particella forniscono una rappresentazione (non banale) del
gruppo di simmetria.

Gli stati a 2-particelle |py,i; pa, j) trasformano come il prodotto diretto ® di stati a
1-particella; e cosl via per gli stati con un numero arbitrario di particelle.

9.2 Identita di Ward

9.2.1 Primo metodo

Consideriamo le funzioni di Wightman (0|¢;(x)¢;(y)[0). Se il vuoto € invariante, cioe se
Q*|0) = 0, allora possiamo scrivere

0 = (0]Qadi(2)d;(y) — di(x);(y)Qal0) =
= (0]Qa0i(7)d;(y) — ¢i(7)Qu;(y) + ¢i(2)Qutdj(y) — bi(7)d;(y)Qal0) =
= (0][Qa, ¢:(7)]8;(y)]0) + (0]¢:[Qa, ¢;(y)]]0) =

| (9.36)
= —1A5(0low(2) 8 (y)]0) — 1A% (019 () b1 (y)]0)

da cui ricaviamo

NiplQkj(z —y) + A A(z —y) =0,
Nl (T —y) — AgAiu(z —y) =0, (9.37)
MNA(z—y)—Alx—y)A\* =0,

e quindi

A A(r —y)] =0 |. (9.38)

Enunciamo ora il Lemma di Schur.

operatori U(g), allora dato un qualsiasi operatore A, se:

gruppo di simmetria della teoria.

[A,U(9)]=0 Vg — A=cl, (9.39)

cioe A e un multiplo dell’identita. Resta inteso che il gruppo di trasformazioni ¢ un

Se abbiamo un gruppo continuo di trasformazioni rappresentate da un insieme di

J

Per il lemma di Schur avremo che A(z — y) deve essere proporzionale all’identita, i.e.

Alx —y)=F(z —y)I,

La relazione precedente (o equivalenetmente 'Eq. (9.38)) € un caso particolare delle
identita di Ward.
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9.2.2 Secondo metodo

Presentiamo ora un secondo metodo per derivare I'identita di Ward (9.38). L’ingrediente
fondamentale per ottenere il risultato finale ¢ la proprieta di clustering delle funzioni
di Wightman, che ora discutiamo in dettaglio.

Consideriamo la funzione di Wightman (0| A(x)B(y)|0). Inserendo la spettralizzazione
dell’identita avremo

(0]A(2)B(y)|0) = <0|A($)!0><0|B(y)!0>+/d3p (O[A(z)|p) (p|B(Y)[0) + ..., (9.41)
dove
/dgp (0JA(2°, Z)|p) (p| B(y°, 1)]0) = /d3p (0] A(2”,0)|p) (p| B(y°, 0)[0) P9 . (9.42)

Enunciamo ora il lemma di Riemann-Lebesgue.

Se f: R — C e una funzione Lebesgue-integrabile allora

—+00

lim f(x) e de = 0. (9.43)

z—+00 o

Torniamo all’Eq. (9.42) e osserviamo che, poiché |p) appartiene allo spettro continuo
dell’operatore impulso ]3, ¢ lecito assumere che gli elementi di matrice nell’integrando
dipendano da p’ in modo sufficientemente regolare (siano Lebesgue-integrabili) da per-
mettere 1'uso del lemma di Riemann-Lebesgue. Di conseguenza l'integrale tende a zero
quando |¥ — ¢ = oco. Quindi, se il vuoto ¢ unico, deve valere la seguente relazione

lim (0[A(z)B(y)|0) = (0]A(2)|0)(0[ B(y)|0)

|Z—gl—o00

(9.44)

che rappresenta l'espressione matematica della proprieta di clustering della teoria
di campo. In altre parole, I’elemento di matrice sul vuoto del prodotto di operatori
si fattorizza nel prodotto degli elementi di matrice degli operatori quando questi sono
separati da una distanza spaziale infinita. Per quanto riguarda la funzione di Green, la
proprieta di clustering implica la seguente relazione
lim (O (A@BEI0) = lim (0[A4@)B()10)0° =) + 0]B1)AR)0)0(° — 2°) =
= (0]A(2)|0) (0| B()|0)0(" — y°) + (0] B(y)|0) (0] A(2)|0)0(y° — 2°) =
= T [(0[A(z)[0)(0[ B(y)|0)] ,

(9.45)
cioe il valor medio del T-prodotto di due operatori e uguale al T-prodotto del prodotto dei
valori medi quando i medesimi operatori sono separati da una distanza spaziale infinita.

Avendo spiegato la proprieta di clustering, possiamo ora riderivare 'identita di Ward.
Consideriamo una corrente J;(z) che sia conservata, i.e. 9*J; = 0 Consideriamo poi la
funzione di Schwinger, definita come: (0|7 [J5(2)¢i(z)¢;(y)]|0) e calcoliamone la derivata
(precisamente la quadri-divergenza) rispetto a z. Il risultato che otteniamo ¢ il seguente

DL OITIT()0:()05)]10) = 6" — 2) (0| T{ [ (2), 6u )]s (v) } o)+

30 =) (0| T{15(2). 05w u(a) }0) o
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Per valutare il commutatore tra la componente temporale della corrente e il campo e
sufficiente conoscere il commutatore tra la carica e il campo, i.e.

Qs 6u(7.2°)] = — 0N (, 2°) = [ [z 55200 x%] -

(9.47)
= / 2 [J3(Z2°), 6(@,2°)] = —oXy [ d%2 637 — Dn(2,2°) |

da cui ricaviamo che
[J5(2,2%), 6(Z,2°)] = —1§,0°(Z — D) (2, 2°) . (9.48)

Utilizzando il risultato precedente nell’Eq (9.46) otteniamo

04 (OIT 1 (2)6s()0s()]10) = 3= = a)OIT{ = x50 (2 = #)0(@.2)5(y) }l0)+
+3(2* = y")OIT{ = 230 (Z = (. 1) u(x) }0) =

= =0 (2 — 2)(0|T (6w ()¢5 ()]10)+

+ (=0)A56" (2 = y) (0 T ok (y) i (2)]]0) -
(9.49)
Riassumendo, abbiamo trovato che la quadri-divergenza della funzione di Schwinger e
data da

O (01 T2 (2) ()85 (9)]10) = — X0 (2 — 2){0| T[oe(2) 5 (w)]|0)— 050
— AL (s — O TIo) S0y | |
Integrando la quadri-divergenza sul quadrispazio d*z otteniamo
[z 2T wI0 = [ at 20T E@ W0+ -
9.51
+ [ d BT 00 wl0)
Consideriamo il secondo integrale nell’Eq. (9.51), i.e
[z T Ee@ewlo = [ 4 [ @ e 0T e W) -
| (9.52)
= [ [ do n QTR 00 W)
Nell’integrale
[ do i OIT L o), 10) (9.53)

la superficie d’integrazione e all’infinito spaziale, per cui per la proprieta di clustering
I’elemento di matrice si fattorizza in

T [{01J7(2)]0) (0] (x); (y)|0)] (9.54)

e per 'invarianza di Lorentz:

(0] (2)|0) = 0. (9.55)
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Consideriamo il primo integrale nell’Eq. (9.51), i.e

/ dbz O (0| TLJE(=", )u(x)65()]|0) =

= / &’z {0]Jg (00, 2)Tdi(2)$;(y)]]0) — / Pz (01T [6s(); ()] J2 (— 00, D)]0) = (9-26)
= (01Q*T [¢i(z)8;(y)]|0) — (0| T [¢i(x)9;(y)]Q*[0) =0,

perché il vuoto e annichilato dalla carica. Abbiamo quindi dimostrato che

[ a0, <o |. (9.57)

Ma allora
Ai O T [r ()05 (W)]]0) = =A% (0T [k (y) 4 (2)][0) (9.58)

e, prendendo 2° > ¢°, avremo

Ak 010k ()95 (9)10) = =A% (01 () 9k (y)[0)

)‘zkAk]( y) _)\]kAzk( ) )

A Agi(z —y) — VATAY rlx—1y)=0, (9.59)
)\zkAk’] (ZIZ' y) lk’( y) kj — 0 )

A Az —y)] =0,

cioe I'identita di Ward (9.38) ottenuta precedentemente.

9.3 Terzo metodo

E possibile ricavare U'identita di Ward direttamente dall’integrale funzionale. Consideria-
mo come sempre la teoria descritta dalla lagrangiana

1 1
Lp= 5(3;@1’)2 + 5#3@@ + %(@@)2 : (9.60)

Regolarizziamo la teoria in modo tale che la simmetria SO(V) sia conservata anche dopo
la regolarizzazione. Consideriamo il funzionale generatore euclideo

Zln) = [ 56 exp [—Sw) +f m(w)cbk(@} &'z (9.61)
e facciamo un cambiamento di variabili

¢i(x) = ¢ix) + 9" (2) N () | (9.62)

che, punto per punto, ¢ una trasformazione ortogonale sui campi. A seguito del cambio
di variabili il funzionale generatore diventa

200) = [ exp |50+ + [ (o) (610) + "0k (0) d'a] L (069
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dove il determinante jacobiano della trasformazione vale 1, infatti

5—2 = det(1+¢"\) = 1+ g"tr(\") + O(¢°) = 1+ O(¢%) , (9.64)

perché trA® = 0. Sviluppando i prodotti otteniamo
21)= [ s {56~ [0 @)+ [m) i) + s0st@)]ate} -
= [ 50 s mion [1 - [ogr@w) + [ ming ot + 0<g2>] -

— 7] - / 50 / 8,9 (2)Ji(z) eSO+ o 4 / 5 / n(@)g (@) A (2) eSO 4 O(g?) |
(9.65)
da cui deduciamo che

[0 [ esor = [ho [ @ e @ 0o

L’espressione precedente puo essere riscritta come

[ @z, de = [ ¢ @melo@), de | @0

e contiene tutte le identita di Ward. Integrando per parti il lato sinistro dell’Eq. (9.67)
otteniamo

- / 9" (@)0u( 2 () d'z = / 9" (@)m(@) M {du(x))y d'a (9.68)

ed essendo ¢*(z) arbitrarie, per il lemma fondamentale del calcolo delle variazioni, tro-
viamo il seguente risultato importante:

Ou(Jq () + mi (@) N (1)) =0 | (9.69)

A questo punto basta prendere le derivate funzionali rispetto a 1. Ad esempio, prendendo
la derivata prima otteniamo

o . .
5mi(y) [au<<]f;(x)>n + nk(x))‘kl<¢l($)>n] =0,
d [375 / 0 Ji(x) eSO o (@)2gy / 3¢ ¢y(x) eSO+ w} -
) (9.70)
=0, / 3¢ Ji(@)piy) e SO 1 5564w — y) Ay / 56 () eSO+ oy
SN [ 60 Giaaty) eSO <0,
da cui, mettendo 1 = 0, otteniamo la 1* identita di Ward, i.e.
0u(Ji(2)di(y)) + 0%z — y)Nii(x)) =0 |. (9.71)
Prendendo le derivate funzionali successive
’ ’ (9.72)

0 (2) 0ni(y) =0’
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otteniamo tutte le possibili identita di Ward.
In particolare, consideriamo la seconda identita di Ward

Op{ T2 (2)0i(2)85(y)) + 0% (2 — 2)Ag{n() b5 (y)) +
+ 6%z = )X (i) duly)) = 0,

e affrontiamo il problema della rinormalizzazione. Per rendere finita la funzione a 2-punti
dobbiamo riscalare i campi ponendo ¢ = Z~Y2¢, cosicché la funzione di Green Ap =
(p¢) = Z71Ap ¢ finita quando il cut-off viene rimosso se aggiustiamo opportunamente
mg e go. Di conseguenza anche il termine

(9.73)

i) ¢j($)>
0, ( JH(z)—= , 9.74
H < a( ) \/2 \/2 ( )
e finito. Da questo fatto si puo poi dimostrare che anche il termine
() 2D €52y (9.75)

VZ VZ

¢ finito.

9.4 Parametro d'ordine

Vediamo cosa succede quando il vuoto non & invariante sotto una trasformazione del
gruppo di simmetria.

Ritorniamo allo spazio di Minkowski ordinario. Supponiamo che la teoria abbia un
gruppo continuo di simmetria con le correnti conservate 9, J/(x) = 0, ma che

Qal0) # 0. (9.76)
Possiamo subito vedere che lo stato ,|0) ha norma infinita. Infatti avremo
(01QuQuI0) = [ Py (0138(F,2°) 1217, 4)/0) =
B / dedy (0™ PTI(E — §,a0)e P PI0,0)e P Y0) = (90.77)
= /dedSy (0]J2(% — 77, 2°)J2(0,4°)]0) o< Volume = oo .
Di conseguenza 'operatore di carica (), € mal definito nel nostro spazio di Hilbert.
Introduciamo ora il concetto di parametro d’ordine. Consideriamo un campo locale
O;(x) che puo essere un campo fondamentale (ad esempio ¢;(x)) o un qualsiasi prodotto di

campi locali. Il campo O;(z) trasforma come trasforma una rappresentazione irriducibile
non banale del gruppo di simmetria, cioe

[Qa, Oi(x)] = 1ROk () . (9.78)
Se la simmetria e rotta allora esiste qualche combinazione O di campi locali tale che
(01[@a, Oi(2)]]0) = 1Raik (0|Ok()[0) # 0, (9.79)
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perché se cosi non fosse tutte le funzioni di correlazione sarebbero invarianti sotto la
simmetria.

Consideriamo il valore di aspettazione sul vuoto (0|JH(x)O;(0)|0) e inseriamo un
insieme completo di stati intermedi, i.e.

(0172 (2)0i(0)]0) = Y _(0]J% ()[70) (7| 0:(0)|0) =
= Z (Ol T2 (0)e ™ [7) (7] 0;(0)[0) =

= Z 0].J#(0)|7) (7] 0; (0)]0) e~ Pn® =

(9.80)
- / S (012 (0) ) FIO:0)[0) P75 (p, — g)d'q =

= [ e OO RGO 5 p — gd'a -

- [daem .

e, poiché ¢ appartiene allo spettro degli stati fisici, devono valere le condizioni ¢* > 0,
¢° > 0. L’invarianza di Lorentz implica la seguente condizione su p:

Pai(Aq) = Z<O|J“( )I7)(71]0:(0)[0)8" (pn — Aq) =
= Z (0]J#(0)| AR (AR|O;(0)]0)6* (Ap, — Aq) =
= Z (OIUT ()T (0)U (A) ) (AU (M) O:(0)U (A)|0)8* (Ap, — Ag) = (9:81)
= ZA” (012 (0)[7) (7] 0;(0)|0)6* (pn — q) =

= A’uuﬁg,i(q) )

per cui p*(q) deve essere proporzionale a ¢*, i.e.

P(q) < ¢, (9.82)

e precisamente

w0d)
(2r)*

~i

P (@) = pai(d®)q (9.83)

La 0(q°) € necessaria ad assicurare che pl;;(¢) = 0 per ¢° < 0. Inoltre p,i(¢*) = 0 per
q¢®> < 0. Tl fattore (27)% appare, invece, solo per convenienza. Tornando al valore di
aspettazione (0|J#(x)0;(0)|0), possiamo quindi scrivere

4

O @0010) = [ G (a0l (9.84)

Usando la conservazione della corrente d,J#(x) = 0 otteniamo

d4q
(2m)?

9, (015 (2)0:(0)[0) = 0 = / e —1q"pai(q")0(d") | (9.85)
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da cui ricaviamo la relazione
2 2\ _
0 pai(q) =0. (9.86)
A questo punto saremmo portati a concludere che p,;(¢*) = 0 per tutti i ¢>. Tuttavia

pai(¢®) & una distribuzione e, nel campo delle distribuzioni, esistono altre soluzioni del
tipo

Pai(q”) = Caid(q) |. (9.87)

Se qualcuno dei C,,; # 0 allora deve esistere uno stato con ¢ = 0 e quindi la teoria deve
avere particelle a massa nulla, perché, se cosi non fosse, lo spettro delle energie del centro
di massa ¢? non si estenderebbe fino a zero.
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Capitolo 10

Rottura di simmetria

10.1 Promemoria sul prodotto scalare nello spazio di Hilbert

Ricordiamo come ¢ definito il prodotto scalare (¢, 1) di due vettori ¢ e 1 nello spazio di

Hilbert: (¢,) ¢ lineare in 1) e antilineare in ¢, cioe

V) = c(é, )

Y) = (¢, ),

V)= (¥,0)",

s 11 + Catha) = 1, 1) + ca(9,¢a)
101 + Cad2, ) = i (d1, ) + c3(d2, )
Y, ) >0,

con (¢,19) = 0 se e solo se 1) = 0.

¢, c
o,
¢

(
(
(¢,
(
(
(

Un operatore A ¢ lineare se soddisfa la seguente condizione di linearita

Alc) + do) = cAY + dA¢ .

L’aggiunto hermitiano di un operatore lineare e definito dalle condizioni

(6, ATp) = (A, 9) = (¥, Ap)" .

Un operatore lineare e unitario e definito da

(U, U) = (9,9) ,
Up+mp) =EUp+nUy .

Un operatore antilineare e antiunitario ¢ definito da

Ue,Uy) = (o, 9)"
U +ny) =&Uo+n"Uy .

Se definiamo 'aggiunto hermitiano di un operatore antilineare come
(6, ATp) = (Ao, 0)

avremmo che

(cp, Alp) = ¢* (¢, AT) = (Acd, ) = (" A, ¥) =
= c(Ag,¥) = (¢, A) |
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cioe il lato sinistro e antilineare in ¢, mentre il lato destro ¢ lineare in ¢, il che non e
consistente. Definiamo quindi 'aggiunto hermitiano di un operatore antilineare come

(¢, ATp) = (Ag,¥)* = (v, Ag) , (10.8)
cosicché avremo

(ch, M) = c*(¢, ATp) = (Acg, ¥)" = (" A, 9)" =

X i . ; (10.9)
= c"(Ag,¥)" = c*(¢, ATY) ,
che e consistente con la definizione del prodotto scalare. Ricapitolando avremo
Op. lin. unitario (U¢, U = (¢, UTUY) = (¢,v) ,
p (Uo,Uy) = (o, UUY) = (0,9) (10.10)

Op. ant. antiunitario (U¢, Uy) = (¢, UTUY)* = (¢, )"

cosicché sia per un operatore lineare unitario che per un operatore antilineare e antiuni-
tario avremo che vale la condizione

Ulu=1I. (10.11)

10.2 CPT intermezzo

Consideriamo 'operatore © = CPT. © e antilineare e antiunitario. Il teorema CPT sta-
bilisce che qualsiasi teoria quantistica relativistica di campo locale deve essere invariante
sotto trasformazioni che simultaneamente invertono la carica (C) di tutte le particelle,
invertono l'orientazione dello spazio, o parita (P), e invertono la direzione del tempo (T).
Per un campo scalare O(z) e un campo 4-vettoriale J# la trasformazione CPT si esprime
come

00(z)0" = O(-x) ,
(10.12)
0J"(2)0" = —J*(—2) ,
Esaminiamo ora il valore di aspettazione sul vuoto del prodotto J*O;:
(07 (2)0:(0)[0) = (vq, T (2)0i(0)1ba) = (Y0, OTOJL () 0i(0)1ba) =
= (090, 04 (2)0;(0)¢a)" = (Oa, O (2)0'00;(0)1a)* =
= (Otq, 0J*(2)0T00;(0)010Yg)* = (10.13)
= (Yo, =Ji (=) 0i(0)Y)" = = (Yo, Ji' (—2)0:(0)ve)" =
= —(J(—=2)0i(0)va, Ya) = —(0i(0)va, Ji (—z)ba) =
= —(¥q, 0:(0)Ji (=2)vqa) = —(0]0:(0) J§ (=2)[0) ,
cioe abbiamo trovato che
(0175 (2)0;(0)]0) = —(0[0:(0) ¢ (—)|0) |- (10.14)
Quindi possiamo scrivere
d'q 2 0
(0]0:(0)J5 (x)|0) = — (0] ¢ (=) 0:(0)|0) = —Ca,i/ 2n)? e 6(q7)q"0(q") =
f (10.15)
m s d*q g (2N il 0
= Q@O0 = €, [ 555 et )rola’)
da cui deduciamo che
Cai=—Cai |, (10.16)

cioe C,; € immaginario puro, come conseguenza del teorema CPT.
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10.3 Bosoni di Goldstone

Consideriamo il valore di aspettazione sul vuoto del commutatore

(O[[J& (), 05(0)]|0) = C'a,i/(;qu>3 §(¢*)q"0(¢") (e7'%" +€'9*) . (10.17)

Ponendo p = 0 e integrando in d*z otteniamo
[ 012264, 0,0110) = 011@u 0:0)10) = [ 2 (01172(7:0),0:0)]0) =
09( ) ( (T-f+eztf-f) —

= @1")a°0(q") (777 + e'77) =

4
4
4

(o —1d) . 0o+ 2] o
[ a2 M
461 d(q0 — |q1)

o ] 5

Jorc] o

/ P20, / L9 510 — 1) (a0 + 1AD]°8(¢°) (% + £7%) =
o] £

o] &

d3$ 09 qO efuj'-f_i_euj’-i _
— d3 Coi e —1q-T 1T\ _
[ 26 | gl 7+ %
d? 1 - -
/d3$Cal/ q —7,q~:c+€7,q~:c) —
/d%C’M 53 (x)
— Caﬂ‘ .
(10.18)
Ricapitolando, abbiamo trovato il seguente risultato
Cai = (0[[Qa; 0i(0)]]0) = 15, (0]0x(0)]0) | . (10.19)
Se la simmetria € spontaneamente rotta avremo che per qualche a:
Coi # 0, (10.20)
e quindi
paild®) = 10(¢*)R(Ox) |- (10.21)

Di conseguenza, finché la simmetria ¢ rotta, p?(¢?) non pud annullarsi, ma piuttosto
consiste interamente di un termine proporzionale a §(¢?). Tale termine puo ovviamente
nascere solo in una teoria che ha particella a massa nulla, perché, se cosi non accadesse,
lo spettro delle energie (al quadrato) del centro di massa p? non potrebbe estendersi fino
a Zero.

Vediamo ora di che particelle si tratta. Lo stato 0;(0)|0) ¢ invariante per rotazioni.
Per dimostrarlo basta calcolare esplicitamente I’azione di U(R), i.e.

U(R)0:(0)[0) = U(R)O;(0)U'(R)U(R)|0) = 0:(0)]0) . (10.22)
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Sotto una rotazione lo stato non vuoto |n,i) trasforma come

R)|n, 1) de|” i) . (10.23)

Calcolando l'elemento di matrice dell’operatore O tra lo stato vuoto e lo stato |n)
otteniamo

<n|Ok(O)|O> = <n|UTUOk< )UTU|0> _ <n|UTOk( )‘O) _
= de (n]Ox(0) Zéw (n|04(0) (10.24)

da cui deduciamo che d;; = 9;;. Ma questo non puo essere vero in generale, e sicuramente
non & vero se lo stato |n) trasforma come una rappresentazione non banale del gruppo
delle rotazioni. Di conseguenza (n|Ox(0)]|0) deve annullarsi per qualsiasi stato |n) che
abbia elicita (=proiezione dello spin sull'impulso) diversa da zero. Inoltre (0|J§|n) si
annulla per ogni stato |n) che ha parita intrinseca o numeri quantici interni differenti
da J§. In definitiva, una simmetria rotta con R, (O(0)) # 0 richiede l'esistenza di
particella a massa nulla di spin zero e stessa parita e numeri quantici interni
di J°. Queste particelle sono chiamate bosoni di Goldstone.

E interessante vedere come il coefficiente della funzione ¢ in pai(q?) & legato alle
proprieta del bosone di Goldstone. Consideriamo ’elemento di matrice della corrente tra
il bosone di Goldstone e il vuoto, i.e.

(0172(2)[BG) = F(p)e ™™, (10.25)
ed effettuiamo una trasformazione di Lorentz

(0]J%(0)|ABG) = F¥(Ap) = (0|UT(A)JE(0)U (A)[ABG) =

e (10.26)
= A (01J;(0)|BG) = A", K/ (p) ,
da cui deduciamo che
Fl(p) = p'fu(0®) = P fa (10.27)
con f, costante. Quindi I’elemento di matrice (10.25) diventa
(012 (7)[BG) = fape™" . (10.28)

L’elemento di matrice dell’operatore scalare O tra il vuoto e il bosone di Goldstone e
invece dato da

(BG|0;(0)[0) = G(p) - (10.29)
Applicando una trasformazione di Lorentz otteniamo
(ABGI0:(0)[0) = G(Ap) = (BGIUT(A)0,(0)U(4)[0) = (BG|O.(0)[0) = G(p) , (10.30)
e quindi G(p) = G(p*) = G = cost.

Come conseguenza della conservazione della corrente avremo
T o Yal _ 2 _—pr
95 (011 (2)|BG) = —afop’e ™ =0, (10.31)

e siccome p? = 0, perché i BG sono a massa nulla, avremo che f, # 0. Ricapitolando,
abbiamo trovato che

Coi x f.G |, (10.32)
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da cui si vede che f, € una misura dell’intensita della rottura della simmetria.

Concludiamo questo paragrafo analizzando I'effetto di rottura di simmetria sulle iden-
tita di Ward. A tal fine, ritorniamo nell’euclideo, dove l'invarianza di Lorentz diventa
un’invarianza SO(4), e consideriamo l'identita di Ward seguente

O (T8 (2)04(0)) + 6% (2) Ra,it(Ox(0)) = 0, (10.33)

dove
Rain(Ox(0)) #0 . (10.34)

Il valor medio (J#(x)0;(0)) si puo scrivere nella forma

(JH(2)04(0)) = O*F, i (2%) = 2" G (%) | (10.35)

a

da cui, prendendo la derivata, otteniamo
00" Fyi(2%) = =6 (2) Rair(Ox(0)) (10.36)
che possiamo anche scrivere come
AyF,;(2*) = —6"(2) Ry i (Ox(0)) (10.37)

dove A, e il laplaciano in 4 dimensioni. La soluzione puo essere scritta nella forma
seguente

Foi(2%) = Ra{Ok(0)) / (%4 eqzw , (10.38)
e quindi
(@)0,0)) = o (0:00) | (;ZT(-; Lo |. (10.39)

Se integriamo 9% (J¥(x)0;(0)) nel volume finito V' otteniamo [, d*x 95 (Jk(x)0;(0)) = 0.
Questo, pero, non e piu vero nel volume infinito.

10.4 Rottura esplicita

Supponiamo di avere una teoria con rottura spontanea di simmetria e bosoni di Goldstone
corrispondenti. Se Hy e I’hamiltoniano del sistema avremo

[Ho, Qa] =0 . (10.40)

Nel seguito indicheremo i bosoni di Goldstone con \ﬁé, D).
Inseriamo un termine di rottura esplicita della simmetria nell’hamiltoniano nel
modo seguente

H = Hy + ¢ / Oi(7) d*z . (10.41)
L’azione di Hy sullo stato |BG, p) da
Hy|BG, p) = |p1[BG, p) - (10.42)
Normalizziamo gli stati con una 9, i.e.
plp") = -7 . (10.43)
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Se consideriamo un volume finito V' invece dello spazio infinito avremo che

cosicché il prodotto scalare diventa

w

1 oo 1 e
(AN v: o A 3 1Z(p-p') _ 1; 3 1 (P—-p') _
(plp) =0°(p—p') = /d:ce —th (2)/dac€ =

. . V
= lim =05 = Vl—>oo 2r)? <p\p>

Potremo scrivere |p) = M#@)V per V. — oo. Lavoriamo nel volume finito e quindi

con gli stati |p)y. Calcoliamo la variazione dell’energia dello stato |p)y per effetto del
termine di rottura in teoria delle perturbazioni al 1°-ordine:

AE, = <p Ei/vdgsz: O;(x) p> = €i/vd396 vipl Oi(2)Ip)v =
e / &2 (] 0:0)p)v = &V 1 (p| 0:(0)[p)v

(10.46)

dove il penultimo passaggio segue dall'invarianza per traslazioni (che vale se fissiamo
condizioni periodiche al bordo). Avremo quindi che

AB, = 7y [1+ (1 ) =5 o

da cui ricaviamo che

30

e quindi m?

—Very (o] 0.0)]p)y = %emm 0:(0) )y (27 —vne (206 (plOLO)]) |
(10.48)

= (2m)°2|ples(plOi(0)|p) = (2)°€:(PIO:(0)|P) - (10.49)

Usando il fatto che (p|O;(0)|p) non dipende da p, come si vede applicando una trasfor-
mazione di Lorentz:

(Pl0:(0)[B) = FIUT(A)0:(0)U(A)[B) = (AplO:(0)|Ap) (10.50)
possiamo scrivere
(Pl0i(0)|p) = C; = cost (10.51)
per cui m? vale
m? = (27)%¢,C" | (10.52)
e quindi
m ~ O(Ve) |, (10.53)

cioe m? va a zero linearmente con e.
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Consideriamo 'effetto del termine di rottura esplicita sull’identita di Ward. Conside-
riamo quindi I'azione euclidea seguente

1 1
Se= [ dion | 30,007 + G+ alona) + 0] (1054

dove O; trasforma come una rappresentazione non banale del gruppo di simmetria ed
¢ un termine che rompe esplicitamente la simmetria. Ad esempio potremmo prendere
O; x ¢;. Poniamo

e consideriamo il funzionale generatore

= /5¢ exp [—So —ei/d4ﬂfi0¢($)+/d4$m¢i} : (10.56)

Effettuiamo il cambiamento di variabili seguente con g* infinitesimo

¢i(x) = ¢i(x) + g* () Ni;¢5(x) (10.57)

dove

09
50

A seguito del cambio di variabili il funzionale generatore diventa

Zlp] = /6¢ exp — S, —/@g JH(z )d4x—ez/d4x Oi(z)+
te / g4(2) R4 Op(z) + / dapd’ + / d'x ga($))\?j¢j(:p)lui] _
N / 56 exp {—So—q / iz Oy(x) + / d4xui¢i] «
<1 [or@n@ e [eomod + [Foromn) -
= Zlu] + / 5 e~ SE+ it <— / 0ug° " + ¢ / g ROy + / g“m%) :

(10.59)
dove R* e il generatore della trasformazione nella rappresentazione di O. Quindi avremo
che

/(5¢ e~ SEt] nidi {/ga [0, T2 () + € R Or(2) + ps(x) X 05(2)] d4x} =0, (10.60)

ossia

J = =det(1 + ¢g*\a) = 1+ gatrA* + O(g*) = 1+ O(g?) . (10.58)

/ga(w) (0( T2 (@) + €5 (On()) + () N (85 (2))u] =0 (10.61)

Per il lemma fondamentale del calcolo delle variazioni, essendo le g,(z) arbitrarie (sebbene
infinitesime), otteniamo

D (JH (), + € <Ok( N+ 44 (@) N (d (), = 0 . (10.62)

Prendendo la derivata funzionale 57, (y) e calcolando il risultato in g = 0 otteniamo la
seguente identita di Ward modificata

0u( T2 (2)05(y)) + € R {Ok(@) 5 (y)) + 0" (z — y) N (dw(2)) = 0 |. (10.63)

Ovviamente J#(x) non & conservata a causa del termine di rottura esplicita.
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10.5 Rottura spontanea

Consideriamo il valor medio di un’osservabile O;:
(0;) = /5¢ e 20; . (10.64)

Supponiamo che la teoria abbia un gruppo di simmetria continuo ed effettuiamo un cam-
biamento di variabili ¢ = ¢’ + g, A% @} infinitesimo. Come conseguenza di questo cambio
di variabili avremo che §S = 0, mentre 00; = ¢,R% Oy, e quindi il valor medio (10.64)
diventa

(0)) = / 56 ¢=5(0s + gaR%08) = (O3) + guR%(O%) | (10.65)

da cui concludiamo che

R(Or) =0 . (10.66)

In questo calcolo il parametro d’ordine € sempre identicamente nullo e non potremmo mai
capire se c’e rottura spontanea di simmetria o meno. Procediamo quindi diversamente:
introduciamo prima un termine di rottura esplicito che dipende da un parametro piccolo
€, calcoliamo il parametro d’ordine, e poi mandiamo ¢ — 0. Se otteniamo un valore non
nullo per il parametro d’ordine, allora questo ci segnalera la presenza di una simmetria
spontaneamente rotta. Sostituiamo quindi S — S + [€x¢y e calcoliamo di nuovo il
parametro d’ordine

(0;) = / 0¢ exp [_S— / ex " (2) d%} O; . (10.67)
Come prima facciamo la trasformazione

¢ = ¢ + gu AP (10.68)

ottenendo cosli

(0;) = / 56 exp |—S — / ei¢i+e@-gax§;¢j} 0y + 9aRE0;) ~

~ /5¢ exp :—S—/€i¢i:| (1 —/EigaA?jcﬁj) (O; + 9. 1%;0;) ~

~ / 56 exp |- — / eid)i] {oﬁgajooj — €GN, / %(a:)@-] _  (10.69)

— (0)) + guRE(0;) — g / (bm(2)03) d'a |

S GuRE(0) = g / (bm(2)0,) d'z .

da cui ricaviamo l'equazione seguente

RE(0;) = e, / (pm(2)O0;) d*x | (10.70)
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Valutiamo {¢,,(x)0;). Prendiamo z° > 0 e inseriamo un insieme completo di stati

(016 (2)0:0)10) = 3 (016 () 3) (710:(0)]0) = S (0] (0)[75) (7]0; (0) [0) =77 =

— [ @4 S0l OO0 ™5 b, - ) =
— /d4q e " pri(q) -

Per l'invarianza di Lorentz: p,,;(q) = pmi(qQ)%, per cui avremo che

- 0(q") / - 0(q°)
) — 4 1qx (A2 _ 4 2 1qx (A2 2 _ 2y
016 @000 = [ ' e pua) s = [ dadi e o) GELSG2 — )
dy? .
/(Qj:):apmi(M)/d4q9(q0)5(ﬂ2—CI2>@ ® =
dp® Pq
Z/mei(ug)/Q—eqe ‘ :/d;ﬂ i (1) D (5 1%)
(10.72)
dove 2 . P4 »
q
Prendendo il T-prodotto otteniamo
el
On@00) = [ di prsi®) (o) = [ i) [atois (107

cosicche

—1qx

/ 02 (6 (2)04(0)) = / D dy2d qpm(i)

@+ 24 g2
00 (2
0 2
(10.75)
Abbiamo quindi trovato il seguente risultato
oo . 2
[t Gumonoy = [ ae ), (10.76)

Se c’¢ rottura spontanea avremo i bosoni di Goldstone con massa m? data da
m? = (27)%¢;(BG|¢;(0)|BG) . (10.77)

Isolando questi stati nella funzione spettrale otteniamo

i = | %mreﬁm(m|/B‘é,p><’B‘é,p|oi<o>|o> 5(p — ) —

= o0 )a(q” — ) = i) )

(10.78)
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da cui ricaviamo che
= \/Zy, Lo, 6(q2 — m2) . (10.79)

Inserendo questo risultato nell’Eq. (10.76) otteniamo
0o 2 00 BG;(,,2 00 2
> Pmi(p?) 2 P t(17) 2 Omi(1?)
0 H 0 H 0 H
da cui, inserendo l’espressione trovata per ngz'((f), troviamo

2 sz ) > Umi(NQ) 2 _
/0 d / \/Z¢ZO +/]\4 - d,u =

W

(10.81)
/ZyZo > i /ZyZo
- Ve —Qdﬁ—w o
M H m
Quindi, quando € — 0 avremo
Re(0;) = —DimVZonZo _ aXinZmi _ i (10.82)
YT (21)36,(BG|oi| BG) €ic' exck

Ovviamente il limite ¢ — 0 va preso lungo la direzione fissata dal termine di rottura. In
tal caso il limite esiste ed il parametro d’ordine ¢ diverso da zero, i.e.

Ri(0;) # 0. (10.83)

10.6 Meccanismo di Higgs

Consideriamo la lagrangiana (minkowskiana) seguente
L =0,00"0 —m*pp — g(p0)* , (10.84)

e 'hamiltoniano corrispondente

H = 6+ Vé-Vo+m?ee + g(66)? , (10.85)

con g > 0, perché I'energia deve essere limitata inferiormente.
La teoria ha la seguente simmetria

¢ = o,

b — e .
Se m* > 0, H & definita positiva e il minimo si ha per ¢ = 0. Se m*> < 0 avremo
V(pp) = —|m?|¢pd + g(¢p)*. T punti stazionari sono

(10.86)

oV _ _ -
o —|m|*¢ + 29¢pp = (—|m|* + 290¢)¢ =
ot i . (10.87)
9= —|m|*¢ + 2g6pp = (—|m|* + 29¢¢)¢ =
con _
¢ =¢ =0 Iinstabile,
bd = @ stabile . (10-88)
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Ponendo ¢(z) = p(x)e?’® avremo che

0,0 = €?(0up +1p9,0) ,

0 (10.89)
0y = € “(Oup —1p0,0) ,
e quindi la lagrangiana diventa
L = 0,p0"p + p*0,00"0 + |m|*p* — gp* . (10.90)
Sotto la trasformazione di fase globale ¢ — e'*¢ avremo che
0 — 0+,
(10.91)
p — p.

Aggiungiamo l'interazione con un campo elettromagnetico, cioe richiediamo una simme-
tria locale piuttosto che globale. Quindi la derivata semplice va sostituita con la derivata
covariante

0,0 — Dup = (0, —1eA,)p = (0, —1eA,)pe’ =

0 (10.92)
= e"(0up +1p0,0 — 1epA,,) ,
0,0 — D, = (0, +1eA,)d , (10.93)
che, nelle variabili p e theta, equivale alla sostituzione
dup — Oup ,
wP wP (10.94)
o0 — 0,0 —¢eA,,
e la lagrangiana diventa
1
L= 0,p0"p+ p*(0,0 — eA,)(0"0 — eA") + |m|*p* — gp* — ZFWFW . (10.95)
Questa lagrangiana e invariante sotto la trasformazione seguente
A, — A+ O\
0 — O+cA | (10.96)
p = p.
Chiamiamo —eB,, = 0,0 — eA,,. Avremo che
F,=0A,-0,A, =0,B,—0,B, . (10.97)

Poniamo

_Im|
plx) = \/—2_g+77(:r;), (10.98)

per perturbare intorno al minimo. Con questa posizione pero il termine pZBMB“ contiene

ora un termine di massa per B, che viene dalla parte costante in p(z). Consideriamo
I'integrale funzionale per calcolare il valore di aspettazione dell’osservabile O:

(0) = / [ p(@)p(@)00(@)5A, () T4 £ O(p, 8,0 — €A, Fu) . (10.99)
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dove p e F},, sono gauge invarianti. Applichiamo ora il metodo di Faddeev-Popov. Fis-
siamo il funzionale di gauge-fixing f(A) = 0 e scriviamo il corrispondente determinante

Ar(A)
Af(A)/aA STF(AY)] = Af(A)/éA SLF(A+aA) = 1. (10.100)

Inserendo 'unita cosi scritta nell’integrale funzionale precedente otteniamo

©) = [ TLo@so(@)6()5A,(2) €1 £ (6. 8,0 — ey Fu) Ay (A7)

10.101
Ovviamente (O) e gauge-invariante, quindi non dipende dal gauge-fixing. Da(lla deﬁ?
nizione di B, = A, — %Qﬁ avremo che A, = B, + %8#0. Inoltre valgono le seguenti
relazioni
O =0(p,B,,0,B, —0,B,) = O(p,B,0B) ,
0A = 0B misura invariante ,
L=L(p,B,0B) ,
(10.102)

1
A(A)=A (B + 589) = A(B) det di F.P. gauge inv. ,

S[f(A)] =6 {f (B,ﬂr 28#6)} )

per cui avremo che

(0) = / [ p(2)dp(x)d0(2)5B,.(z) e #oBOBE O(p. B, OB)A(B) & [ f (B + éae)} .

(10.103)
Notando che
A(B) /59 § {f (B - %ae)] = A(B) /59 S[f(BN =1, (10.104)
per definizione, otteniamo infine che
©) = [ TLo@o(a)sB,(x) 0 0(p.B) | (10.105)

cioe il termine di gauge-fixing scompare del tutto.
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